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ОТЪ РЕДАКЦИИ. 


Книга Шуберта „МафетаНз$све Миззе{ипаеп“ 
предполагаетъ только весьма элементарныя свЪдЪ- 
н1я по математикЪ со стороны читателя, и потому 
Шубертъ почти нигдЪ не даетъь законченной ма- 
тематической обработки разсматриваемыхъ въ книг 
задачъ. НЪкоторыя изъ нихъ допускаютъ, однако, 
совершенно законченную, строгую и вмЪетЪ съ тЪмъ 
вполнЪ элементарную обработку. Таковы, на- 
примЪръ, задачи о цфпяхъ домино, о гиряхъ, о пе- 
реливанляхъ и друптя. Редакшя сочла полезнымъ 
снабдить руссюй переводъ добавлен1ями, содержа- 
щими строгую элементарную обработку такихъ во- 
просовъ, и прим$чанлями, уясняющими то или дру- 
гое мЪето текста книги. Все это дано въ концЪ 
книги. 


Предиспов!е къ первому н$5мецкому изданю. 


Предлагаемый сборникъ тоебуетъ отъ читателя 
знакомства лишь съ первоначальными элементами 
ариеметики. Какъ въ сборникахь Люка ') и 
Болла”), зцЪсь представлены въ историко-крити- 
ческомъ изложени важнЪЙпия запутанныя игры и 
задачи математической природы, которыя могутъ 
служить для развлечен1я. Хотя авторъ многое заим- 
ствовалъ изъ сборниковь Люка и Болла, но 
въ большинствЪ содержащихся въ книгЪ вопросовъ 
авторъ пользовался своими собственными изел%ло- 
вантями. Изъ книгъ съ аналогичнымъ содержанемъ, 
относящихся къ боле давнему времени, слфдуетъ 
назвать на первомъ мЪетЪ книгу Баше де М-е- 
зирьяка3). Раньше Баше математическая развле- 


1) Едоцага Еисаз, «ВбстваНоп$ та ётайачез», Рап$ 
1882. КромЪ того: Еисаз, «Г. ’Аттеёйдие атизаще», Раг!$ 1895 
(издано послЪ смерти автора Н. Реаппоу, С. А. РГа1запЁ и 
Е. Еетоште). и. 

2) \\. \/. Воизе Ва!\, «Мафетайса! гесгеановзояйа 
ргоетз$ о{ ра$ё ап4 ргезепё Итез», Гоп4оп 1892. ©” 

3) Васве{ 4е Мё2!г!ас. «Ргоезтез$ р1а1за её авес- 
{а ез ди! $е !юпё раг 1е5 пот ге$». Первое иЗЖане: Рап$ 
1612; второе издане: Руоп 1624; третье и* Четвертое изда- 
ня, улучшенныя и дополненныя Лабон о (ГаБозпе): Ра- 
п$ 1874 и 1879. У 
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чен1я разрабатывались Карданомъ!) и Тарта- 
льей *), а посл Баше — Оутредомъ3) и Оза- 
намомъ 1). Появивпаяся въ ХПХ столЪия въ Гер- 
мати книги Монтага?) Миттенцвея 6) и др. 
содержатъ, правда, много занимательныхъ задачъ, 
но не даютъ математической критики ихъ. Лишь 
статьи 7), опубликованныя авторомъ этой книги въ 
журналЪ „Мафигу1$зепзспа_Испе \освепзсбий“ за 1893 
— 1895 г.г. подъ заглавемъ „МаНета све Фр1ее- 
гееп“, даютъ уже нЪкоторую математическую кри- 
тику, хотя и не очень глубокую, содержащихся въ 
нихъ головоломокъ. 


Гамбургъ, ноябрь 1897 г. ГЕРМАНЪ ШУБЕРТЪ. 


1) Саг4апо. «Пе за И Ша ИБи ХХ », МигиБега 1559. 

2) Таг{(аз|1а, «ОцезИ её шуепйог! Фуегзе», Уепена 
1554; «Тгабаю 4е питей е пизиге», Уепейа 1556; Ореге, Уе- 
пейа 1606. 

3) Оицэр (ге4, „Ма фетайса| гесгеайоп$» |оп@оп 1653. 

*) О2апам, «КёсгваНоп$ та ётайдиез её рвуз1ддез», 
Рап$ 1694; вышло множество дополненныхъ и а 
ныхъ изданйй. а. 

5) Моп{ах, «О/е \/ипдег дег Агёнтейк», бер. 

в) М {епх\меу, «Маетайзсве Киг2\м® Ц», 3-е изда- 
не, [.е1риех 1895. С 

7) Эти статьи изданы также в \видЬ отдЪльной 
книжки подъ названшемъ: «Д\мбИ Се Маю», Веги 1595 
‚(нынЪ издательство СбзсВеп, сео 


Предиспов!е къ второму н5мецкому издангю. 


Уже въ 1899 г. я приготовилъ новое боль- 
шое трехтомное издане моей книги „Математиче- 
скля развлеченя“, которая появилась впервые въ 
1898 г.; новое издан1е книги, вышедшее въ свЪть 
въ 1900 г., имЪло втрое больший объемъ, чЪмъ 
первоначальное издане. Хотя это большое излане 
нашло себЪ многихъ друзей, но высказывались так- 
же пожелан1я, чтобы нарялу съ большимъ издан1- 
емъ не выходило изъ обращеня и малое. Согласно 
этому, малое издане, которое появилось въ 1898 г. 
и было распродано, выходить теперь вторично безъ 
существенныхъ добавлений. 

Къ литературЪф родственнаго содержаня, при- 
веденной въ предислови къ первому издан1ю, мы 
должны теперь присоединить еще двЪ книги. Во- 
первыхъ, \/. Огоз$е, „ОщетаЦепае РгоМете ипа Зр1ее“ 
[.е1р21о, 1897. Эта книга появилась всего за 47 
сколько недЪЗль до выхода перваго изданя мехь 
„Математическихъ развлечен1й“, и поэтому незмогла 
быть упомянута въ немъ; авторъ ея приводить мно- 
гое изъ того, что еше раньше было Убликовано 
имъ въ „Маши $епзспа сне \/оспепзс А, 
также не мало новаго и интересна. "Вторая книга 
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но даетъ 
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математически глубже, чЪ$мъ книга Гроссе и моя. 
Она написана математикомъ Аренсомъ (\. АП- 
геп5) и озаглавлена „Маетайзсве ОщегфаНипееп ип@ 
ор!ее“, Г.е]р74е, 1901. Въ третьихъ, упомянемъ еще, 
что на долю „математическихъ игръ“ выпала честь 
быть обработанными въ большой „Энциклопелли ма- 
тематическихъ наукъ“ („Еп2уКорае 4ег та етайзсвеп 
УИ 55епзсНаНеп“), конечно, всего лишь на 14 печат- 
ныхъ страницахъ; авторомъ статьи въ „Энциклопе- 
дли“ является только что упомянутый Аренсъ. 
Пусть и это новое малое издан1е математическихъь 
развлечений найдеть себЪ друзей! 


Гамбургъ, 18 августа 1903 г. Г. Ч] УБЕРТЪ. 
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Страница 121, строка 7-ая снизу, въ лЪвой части ра- 
венства должно быть 


12+ (-- 2 


[ отдбБпъ. 


Задачи, относяшяся нъ 
числамъ. 


8 1. 
Отгадыван!е задуманныхъ чиселъ. 


Чтобы отгадать задуманное число, 
мы предлагаемъ выполнить надъ нимъ 
как1я-либо дЪъйствтя. ЗатЪ мъ мы просимъ 
сообщить намъ полученный результать; 
съ помощью него мы можемъ найти за- 
думанное число, выразивъ выполнен- 
ныя дЪйств1я посредствомъ математи- 
ческихъ знаковъ и рЪ№шивъ уравнент!е. 
Въ болЪе простыхъ случаяхъ, когда не- 
посредственно надъ самимъ задуман- 
нымъ числомъ указанная операция со- 
вершается только ОодИиНнъ разъ вначалЪ, 
мы для рЪшен!1я уравнен1я поступаемъ 
съ полученнымъ результатомъ обратно 
тому, какъ поступали съ числомтът, т. е. мы 
обращаемъ какъ послЪдовательность д 
дЪъйств1й, такъ и самыя дфиств1я,—на>) 
примЪ%ръ дЪлаемь вычитан!е вм Ъ ео 
сложен1я, умножен!е вмЪсто дълеитя. 
Однако же съ помощью ариелтиче- 
скихЪъ преобразован1й мы Ммож®юМЪ, зная 
результатъ, вычислить задужанное чи- 

=) 
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ело боле короткимъ путемъ. Приве- 
демъ примЪры. 

1. Задуманное число увеличиваютъ на 5, сумму 
умножаютъ на 3 и оть произведенная отнимаютъ 7. 
Тогда, узнавши полученный результатъ, мы уменьша- 
емъ его на 8;третья часть полученной разности равна 
искомому числу. ДЪйствительно, изъ уравненя 
(х--5).3—7=р мы находимъ послфдовательно: 
3х | 15 —7Т=р, или 3х +8 =р, или 3х =р-- 8, 
или х = (р —8):3. Если, напримЪръ, задумано было 
число 4,то полученный результатъ былъ равенъ 20, 
откуда задуманное число получится съ помощью та- 
кого вычисленля: 20 -— 8 = 12; 12:3 = 4. 

2. Задуманное число умножается на 6, изъ 
произведенля вычитается 5, разность умножается 
на 3, произведен1е увеличивается на 1, сумма ДЪ- 
литея на два и полученное частное увеличивается 
на 7. Тогда девятая часть окончательнаго результата 
равна задуманному числу. ДЪйствительно, выражеве 
[(6х —5).3 + 1:2-7 мы можемъ представить въ та- 
комъ видЪ: (18х—15--1): 2-7, или (18х—14):2 ЕТ, 
или 9х—7-7, или 9х. Такимъ образомъ, церлу- 
ченный результатъ равенъ 9х; слЪдовательно; за- 
думанное число равно девятой части резубьтала. 

— Когда по полученному ”р езуль- 
тату опред ляютъ задумание число, то 
можнотакже использовать т® обстоятель- 


ство, что при нашемъ &нособЪ изобра- 
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жен1я числа съ помощью цифръ, мы пи- 
шемъ число въ видЪ суммы чиселъ, ко- 
торыя соотвЪтетвенно суть кратныя 
чиселъ 1, 10, 100 н т. Дд., какъ это видно 
изъ сл дующихъ двухъ примЪровъ: 

3. Задуманное число умножается на два, къ 
произведенню прибавляется 3, сумма умножается 
на 5 и изъ полученнаго такимъ образомъ произ- 
веден1я вычитывается 11. Тогда нужно лишь отбро- 
сить четверку, которой заканчивается полученный 
результатъ, и мы найдемъ задуманное число. Напри- 
мЪръ, если задумано было число 7, то, выполняя пред- 
писанныя дЪйствя, мы получимъ послЪдовательно 
числа 14, 17, 85, 74. Изъ полученнаго въ резуль- 
татЪ числа 74 мы узнаемъ задуманное число 7. 
Этоть прлемъ основанъ на преобразован1и выражен1я 
(2х + 3`.5 —11 къ виду 10х -- 15 — 11, или 10х |4. 

4. Задуманное число умножають на 3, къ про- 
изведеншю прибавляють 925 и полученная сумма 
умножается на 4. Тогда нужно лишь уменьшить ре- 
зультатъ на 100 и взять 12-ую часть найденной разл”, 
ности, чтобы получить задуманное число. ДъЪйотви 
тельно, выражение (3х -| 25).4 приводить къ ‚#рав- 
неню 12х-{ 100 =р, откуда 12х =р— 109; или 
х = (р— 100): 12. < 

Подобныя задачи на угад\ анте чи- 
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селъ мы находимъ уже ож. класси- 


ческомъ сочинени Баш ”,Ргоь|езшез 


в 


р|\а15ап$ её а6|ес+аБ1е$“, впервые появив- 
шемся въ 1612 г. Эти задачи не прелд- 
ставляютъ особеннаго интереса и отча- 
сти даже заключаютъ въ себЪ ненужныя 
усложнен1я: все же въ виду того, что со 
времени своего появлен1я онЪ постоян- 
но предлагаются и тЪмъ самымъ пр!об- 
р ли нЪкоторый историческ!й интерест,, 
мы приведемъ здЪсь три так1я задачи: 


5. Предлагаютъ кому-нибудь задумать число, 
умножить его на 3 и л взять половину получен- 
наго числа, если дЪлен1е на два совершается безъ 
остатка. Если же получается остатокъ, то прежде, 
чЪмъ взять половину произведеня, къ послВднему 
прибавляютъ 1. Полученную половину умножаютъ 
на 3 и затБмъ предлагаютъ сообщить результать. 
ДЪля его на 9 и умпожая на 2 полученную при 
дъленшм цЪлую часть частнаго, находятъ задуман- 
ное число, если при первоначальномъ дЪфленш на 
2 остатка не было; въ противномъ случаЪ получен- 
ный результатъ на 1 меньше задуманнаго числа. 
Обосновывая этотъ прлемъ, слЪдуеть вова два 
случая: 1) когда было задумано А, ониело и 
2) когда было задумано нечетное числ 5 

Въ первомъ случаЪ мы можем®’ обозначить 
задуманное число черезь 2п, гх\’п есть н%ко- 
торое цБлое число. Тогда, ‚ВВтолняя предпи- 
санныя дДЪйстыя, мы полувиамь послфдовательно: 


_ 9 МЕ 


21.3 = бп, бп:2 = 3п, 31.3 = 91. Чиело 9п, та- 
кимъ образомъ, равно результату, который намъ 
сообщаютъ. Мы вычиеляемъ про себя далЗе: 9п : 9 =п; 
п.2 = 21; послЪднее число и есть задуманное. Если 
же задумано было нечетное число, то мы можемь 
обозначить его черезъ 2п-- 1, гдЪ п ееть н3зкото- 
рое цЪлое чиело. Предписанныя дЪйствя даюттъ 
послЪдовательно: (2п -{ 1).3 = 61-3, бп + 3-1 = 
—=6бп--4, (61 4):2=31 +2, (31-+2).3 =91-6. 
Мы узнаемъ, такимъ образомъ, число 9п--6. ДЪля 
его на 9, мы получимъ число п, какъ цълую часть 
частнаго этого дзлен1ая. Умножая эту часть на 2 п 
прибавивъ 1, мы найдемъ задуманное число 2п -{ 1. 

— Въ слЪдующей задач Баше необ- 
ходимо различать четыре случая, въ за- 
виси мости отъ того, даетъ ли задуман- 
ное число при дЪлен1и на 4 въ остаткЪ 
0, или 1, или 9, или 3. 


6. Предлагаемъ задумать число и утроить его. 
Смотря по тому, представляеть ли собою полученный 
результать четное число или нечетное, мы предлага- 
емъ взять либо его половину, либо половину чисё&; 
превышающаго полученный результатъ на 1. Млу- 
ченную половину мы снова предлагаемъ утйбйть и, 
сообразно съ тфмъ, будеть ли это число чезнымъ или 
нечетнымъ, взять либо его половину бо половину 
числа, превышающаго его на 1. Зазфмъ мы пред- 
лагаемъ назвать намъ цЪлое чисао единицъ, которое 
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получется при дЪленш вышеуказанной половины на 
9. Чтобы получить задуманное число, названное число 
надо умножить на 4; къ послЪднему произведен1ю 
нужно либо ничего не прибавлять, либо прибавить 1, 
либо 2, либо 3. Если при обоихъ умножен!яхъ на 3 
получались четныя числа, то къ произведен1ю ни- 
чего не нужно прибавлять; нужно прибавить 1, если 
нечетное число получилось въ результатВ одного 
лишь перваго умноженя на 3; слЗлуетъь прибавить 2, 
если это имЪло мЪфето лишь при второмъ умножения 
на 3, и, наконецъ, должно прибавить 3, если въ 
результатЪ обоихъ умножен1й на 3 получалиеь не- 
четныя числа. Для доказательства мы будемъ раз- 
личать четыре случая въ зависимости отъ того, да- 
еть'ли задуманное число при дЗленйи на 4 въ ос- 
таткЪ 0, 1, 2 или $3; т. е., въ зависимости отъ того, 
нужно ли полагать искомое число равнымъ 4п, или 
41-1, или 41-12 или же 4п-- 3, гдЪ п по преж- 
нему означаеть нЪкоторое цЪлое число. а) Совер- 
шая предписанныя дЪйстыя, мы изъ чиела 4п по- 
лучимъ послЪдовательно числа 12п, бп, 18п, Эп и п, 
откуда заключаемъ, что 4п-- 0=41 и предотвуи- 
еть собою задуманное число; ЪЬ) изъ г 5-1 
получимъ по порядку: 1213, 12п 5% Оби 2 
181п--6, 9Эп-3 и п, откуда заключаем; что заду- 
манное число равно 4п--1; ©) изр, Числа 41-2 
получимъ: 121п--6, би 3, 181 -- 9; Уп Е 10, Эп--5 
и п; елЪдовательно, задуманное Фисло равно 4п-[ 2; 
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4) изъ числа 4и + 3 получимъ числа; 121-29, 191-110, 
бп 5, 18п - 15, 181 - 16, 91-8 и п, откуда на- 
ходимъ задуманное число 4п - 3. 


— Трет1й примЪръ изъ книги Баше 
проще, ч$ мъ два, только-что раземотрЪ н- 
ных, потому что въ немъ не приходится 
дЪлать различ1я между четнымьъ и не- 
четнымъ чиеломъ. 


7. Предлагаемъ удвоить задуманное число, 
прибавить къ произведен1ю 5, сумму умножить на 5, 
къ произведен1ю прибавить 10 и полученное. число 
умножить на 10. Мы предлагаемъ затЪмъ назвать намъ 
полученное произведене. Отнимаемъ отъ названнаго 
числа 350; число сотенъ въ остаткЪ равно задуман- 
ному числу. ДЪйствительно, [(2х--5).5 - 10].10 
даеть намъ: [10х -Ё 25 + 190].10, или [10х - 35]. 10, 
или 100х - 350. Таково число, которое намъ назы- 
вають. Отнявъ отъ него 350, мы получимъ 100х, 
т. е. число, содержащее столько сотенъ, сколько въ 
задуманномъ числЪ единицъ. 


А 

— МЛицу, совершенно не знаю е- 
му алгебры, такое угадыванте ‚ @ ад у- 
манныхъ чиселъ должно покжзяться 
еще боле загадочнымъ, е Г’ само 
задуманное число вводи т\ въ вы- 
числен1е не только въ н.а л $, но еще 
одинъ или н%еколько “Фёзь впослЪд- 
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ств1и. Цояснимъ это слЪ%дующими при- 
м рами. 

8. Задуманное число увеличивается на 3, сум- 
ма умножается на 6, произведене уменьшается на 3, 
изъ полученной разности вычитываютъ еще первона- 
чально задуманное число; полученную разность 
дЪлять на 5, при чемъ дЪлевше въ подобныхъ слу- 
чаяхъ всегда должно выполняться нацЪло. Мы 
предлагаемъ сообщить намъ полученный результатъ. 
Уменьшивъ его на 3, мы получимъ задуманное число. 
Дъйствительно, ариеметическое преобразован1е вы- 
ражен1я [(х-Р3).6—3 —х]:5 даеть число х- 3. 
Напр., если задумано было число 19, то предписан- 
ныя ДЪйствя приводятъ послЪдовательно къ чис- 
лам'ь 22, 132, 129, 110, 22. Узнавъ, что окончатель- 


ный результатъ равенъ 22, мы уменьшаемъ его на 3 


3 
и получаемъ задуманное число. 

9. Учетверенное задуманное число предлага- 
емъ уменьшить на 3, полученную разность умно- 
жить на 6, къ полученному произведен1ю приба- 
вить сперва 3, а затЬмъ еще и задуманное число, 
полученную сумму предлагаемь раздЪлить на &`'и 
кь полученному частному прибавить утроенную 
сумму задуманнаго числа и единицы. Мы _броеимъ 
затЪмъ сообщить намъ результать. Воовмая чаеть 
его всегда представить задуманное ‚\йёло. Въ са- 
момъ дЪлЪ, путемъ упрощен1я ыы изъ 


выражения [(4х —3).6 3-х: 58 х-{ 1) посл%до- 
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вательно выраженя '25х —15):5 {+ 3х | 3, 5х —8-{ 
-- 3х3 и, наконецъ, 8х. НапримЪръ, если задумано 
было число 11, то указанныя дЪйстыя даютъ поелЪ- 
довательно 44, 41, 246, 249, 260, 52, затВмъ 52 
+8 (11-1) = 59-8. 12 =52--36 = 88. ДЪля полу- 
ченный результатъ на 8, мы получимъ задуманное 
число 11. 

10. Задуманное число, во-первыхъ, увеличива- 
ютъ на 2 и сумму умножають на 3; во-вторыхъ, 
задуманное число увеличиваютъ на 4 и сумму ум- 
ножаютъ на 5; въ-третьихъ, задуманное число увели- 
чивается на 6 и сумму умножаютъ на 7. Мы пред- 
лагаемъ затЪмъ вычесть 8 изъ суммы трехъ получен- 
ныхъ результатовъ, раздЪфлить разность на 15 и 
сообщить намъ полученное частное. Уменьшивь его 
на 4, мы получимъ задуманное число. ДЪйствитель- 
но, раскрывъ скобки въ выражеви 8(х--2) 
+5(<-4) + 7(-Е6) и соединивъ подобные члены, 
мы получимъ 15х- 68. ДЛалЪе, изъ выраженя 
[15х- 68 — 8|:15 мы получимъ выражене х- 4, 
которое на 4 превышаетъ искомое число х. к, 


— Если отгадывающи!й знаетъ ар е- 
метику и алгебру, то онъ можеть тТак- 
же предоставить лицу, Вит. число, 
подвергнуть послЪ днее каким” угодно 
д%йств1ямъ при чемъ это лж\по можеть 
пользоваться какими ему^\Заблагораз- 
судится числами, Задумавштй число дол- 
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женъ лишь указывать, какое число онъ 
прибавляетъ или вычитываетъ, на ка- 
кое число множитъ или д%литъ. Тогда 
отгадывающ!1й обозначаетъ задуманное 
число черезъ х и составляетъ уравне- 
н1е, пользуясь тфми данными, которыя 
ему сообщили, РЪшая уравнен1е, онъ 
получаетъ искомое число х, которое 
онъ желалъ отгадать. При этомъ заду- 
манное число можетъ быть и отрица- 
тельнымьъ и дробнымъ. Числа, которыми 
пользовались при вычислен1яхъ, также 
могутъ быть дробными или отрицатель- 
ными. Однако же, если задуманное чис- 
ло вводится при этомъ въ вычисление 
не одинъ, а нЁзсколько разъ, то можеть 
случиться, что уравненте, которое слу- 
жить для нахожден!я задуманнаго чис- 
ла окажется степени выше первой, и 
поэтому рЪшен1е уравнен1я будетъ со0- 
пряжено съ затруднен1ями. Конечно, въ 
простыхъ случаяхъ и при небольш®хь 
числахъ нетрудно будетъ найти $“ № 
удовлетворяющее полученному. Уравне- 
н1ю. ЗдЪеь мы приведемъ е лишь 
два прим ра для того случая, когда при 
получен1и задуманнага числа прихо- 
дится р шить уравнен16& второй степени. 
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11. Предлагаемъ умножить задуманное число 
на другое, превышающее его на 1, отнять отъ про- 
изведен1я задуманное число и назвать намъ полу- 
ченный остатокъ. Квадратный корень изъ него 
представить намъ задуманное число. ДЪйствительно, 
выражене х(х-+1)—х равно х*-|х—х, или х?. 
Если задуманное число равно 29, то полученный 
остатокъ равенъ 841; извлекая квадратный корень 
изъ 841, находимъ, что задумано было число 29. 


12. Тотъ, которому предоставлено производить 
какя ему будетъ угодно дЪйстя надъ задуманнымъ 
имъ числомъ, указываетъ, что, удвоивъ задуман- 
ное число, онъ сложилъ его съ 17, полученную 
сумму умножилъ на задуманное число и такимъ 
образомъ получилъ число 135. Отгадываюний соста- 
вляеть уравнене (2х -- 17) х = 135, откуда слЪду- 
етъ, что 2х?--17х =135, или 4х2 34х =270. Для 
начала, чтобы избЪжать дробей, отгадываюпий ум- 
ножаетъ уразнене на 4, что приводить къ уравне- 
ню 16х21 186х = 1080. Прибавляя къ обЪимъ частямъ 
уравнен1я квадратъ восьмой части числа 136, т.. е. 
число 17, получаемъ: (4х)? |-2.4х. 17 - 172 = В 9. 
Квадратный корень изъ 1369 равенъ 37, та\Б что 
лЪвая часть уравненая представляетъ с квад- 
рать числа 4х-|-17, а правая — квадрату числа 37; 
отсюда слЪдуетъ, что 4х -+ 11 = 37, ий 4х — 17 = 
—=——37; въ первомъ случаЪ задумауНое чиело рав- 
но 5, во второмъ случаЪ оно равно — 131/2; такимъ 
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образомъ, если задумавпий число имЪлъ право вы- 
брать отрицательное или дробное число, то отгады- 
ваюпий долженъ остановиться на одномъ изъ двухъ 
чиселъ: 5 и —131... 


— До сихъ поръ мы предполагали, что 
задумано было всего лишь одно число. 
Если же задумано два или несколько чи- 
селъ, торазыскан1е ихъ приводить къ еи- 
стем $ двухъилинЪ сколькихъ уравнен!й 
съ такимъ же числомъ неизвЪ стныхъ. 
Если же чиселъ задумано больше, чЪмъ 
сдЪлано относительно нихъ указануй, то 
рВшен1е приводится къ такъ называе- 
мымъ Д1офантовымъ уравнен1ямъ. Номы 
не будемъ здЪсь разсматривать относя- 
щихся сюда задачъ и коснемся лишь 
случая, когда задумано два числа, отно- 
сительно которыхъ даются два указантя, 
или когда задуманы 3 числа и имЗются 
три указан1я. ДалЪе слЪдуютъ н3Зсколь- 
ко весьма простыхъ прим ровъ. «$ 


13. Отгадываюций предлагаетъь указать” ему 
сумму и разность двухъ задуманныхъ чисез7 Найдя 
полусумму и полуразность обоихъ назв@анныхъ ре- 
зультатовъ, онъ получаеть задуманныЯ числа. ДЪЙ- 
ствительно, складывая почленно уравненйя Хх у=а 
и х — у =Б, находимъ: 2х = ве, т. е. х равенъ 
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половинЪ суммы а-Ь. Вычитая, получимъ: Зу = 
=&а— Ь, т. е. у есть половина разности а— Б. 


14. Предположимъ, что задумавпий два числа 
получилъ въ результат числа 43 и 47 соотвЪт- 
ственно съ тЪмъ, сложилъ ли онъ учетверенное 
первое число съ упятереннымъ вторымъ или же, 
наоборотъ, упятеренное первое съ учетвереннымъ 
вторымъ. Тогда мы должны положить 4х - 5у = 43 
и 5х | 4у = 47. Складывая оба уравнемя, нахо- 
димъ уравнене 9х 9у = 90, или ху = 10, от- 
куда слЪдуетъ, что 4х 4у = 40, атакже 5х { 5у=50. 
Вычитая уравнеше 4х-|4у = 40 изъ уравненя 
4х - 5у = 43, найдемъ, что у =3. ДалЪе, вычитая 
уравнеше 4х {+ 5у =43 изъ уравненля 5х  5у = 50, 
получимъ, что х =7. Такимъ образомъ, задуманныя 
числа суть 7 и 3. 

15. Задуманы три числа; предлагаемъ сложить 
первое со вторымъ, первое съ третьимъ и второе съ 
третьимъ. Задумавиий указываетъ намъ, что полу- 
ченныя суммы равны соотвЪтственно 13, 21, 18. Тогда 
мы составляемъ уравнешя: х-у=13, х-4{2=21, 
у -- 2 = 18; складывая веЪ три уравненпя, получаему, 
2х {+ 2у -{ 22 = 52, или х фу - 2 = 26. Вычитаясизъ 
этого уравненя каждое изъ трехъ составленныхъ, 
мы найдемъ для задуманныхъ трехъ чис значе- 
ня: х=8, у=5, 2=13. Вообще, вол “задуманы 
три числа и извЪетны суммы каждой\ Мары, то для 
нахожденмя задуманныхъ чиселъ а а 
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изъ полусуммы трехъ указанныхъ результатовъ 
каждый изъ этихъ послЁднихь. 


— Подобныя задачи на отгадыван1е 
чиселъ становятся боле увлекательны- 
ми для непосвященнаго человЪ ка, если 
отгадываемыя числа относятся къ та- 
кимъ вещамъ, которыя близко его каса- 
ются, напримЪръ, если задумано число 
монетъ, которыя онъ имЪетъ при себЪ, 
или число его зубовъ, или дата дня его 
рожден1я, или же годъ его рожденля, 
или возрастъ, или число очковъ, которые 
выпали у него при игрЪ въ кости ит. д. 
Зд$еь мы дадимъ одинъ лишь примЪръ 
подобныхъ конкретныхъ задачъ на от- 
гадыван1е чиселъ. 

16. Мы предлагаемъ лицу, возрастъ котораго мы 
желаемъ угадать, указать намъ сумму цифръ числа, 
выражающаго его возрастъ въ годахъ. ЗатЪмъ мы про- 
симъ его переставить цифры этого числа, т. е. циф- 
ру десятковъ поставить на мъето единицъ, а цифру 
единицъ на мЪето десятковъ, и затЪмъ назвать измъ 
разность между первоначальнымъ чиесломъ ис обра- 
щеннымъ Чтобы при помощи двухъ = 
намъ чиселъ опред лить возрастъ, мы дьлЯмъ второе 
число на 9: въ подобныхъ случаяхъ этоСфлеше всегда 
выполняется безъ остатка. Полученное частное мы 
складываемъ съ суммой цифр Фвычитываемъ изъ 
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нея. Половины полученныхъ двухъ результатовъ 
представять памъ цифры числа, выражающаго воз- 
растъ. Если, напр., намъ указали, что сумма цифръ 
равна 11, а разность между прямымъ числомъ и 
обращеннымъ сэставляеть 63, то нужно 63 раздЪ- 
лить на 9, полученное частное 7 сложить съ 11 и 
вычесть изъ 11; такимъ образомъ получимъ 18 и 4; 
половины этихъ чиселъ равны соотвЪтетвенно 9и2. 
Чтобы рЪшить, составляетъ ли возрастъ 29 лЪтъ или 
92 года, можно, если другого способа нФтъ, спра- 
виться, которое изъ чиселъ больше; первоначальное 
ли или то, которое получилось оть перестановки 


цифръ. 
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Предугадыван!е полученныхъ 
результатовъ. 


— Если мы будемъ предписывать 
лицу, задумавшему какое-нибудь число, 
как1я производить надъ нимъ дЪйствля, 
то можно распорядиться такъ, чтобы при 
вычислен1и задуманное число выпадало; 
само собою разумЪется, что задуманное 
число вводится здЪсь не только въ на- 
чал вычислен1я, но, по меньшей мЪрЪ, 
еще одинъ разъ въ дальн йшемъ ходЪ 
вычислен1я. Вычислен1е полученнаго 
выражен1я, которое въ виду выпаден!я 
задуманнаго числа содержитъ одни 
лишь извЗстныя числа приведетъ къ 
результату, къ которому неминуемо шри- 
деть и лицо, задумавшее число. суакЪъ 
что мы можемъ сказать этому л@&ну по- 
лученный имъ результатъ. Нояснимъ 
сказанное примЪромъ: У 

1. Мы предлагаемъ утроить задуманное число, 
къ произведенйю прибавить 2, @мму умножить на 
4, кь произведеню прибавить \4, сумму раздЪлить 
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на 12 и изъ полученнаго частнаго вычесть заду- 
манное число. Въ этомъ случаЪ мы можемъ сказать, 
что лицо, задумавшее число, въ результатЪ должно 
было получить 1, каково бы ни было задуман- 
ное число. ДЪйствительно, (3х-+2).4 4 = 12х -- 
8-4 = 12х -{ 12; раздЪливъ это выражене на 
12, получимъ х- 1; вычитая х изъ х-1, мы 
непремЪнно получимъ 1, каково бы ни было число х. 
Если, напр., задумано было число 7, то послЪдо- 
вательно получались такля числа: 21, 383, 92, 96, 8, 1. 
Если же задуманное число равно 9, то послЪдова- 
тельно получаются числа 27, 29, 116, 120, 10, 1. 


2. Если увеличить задуманное число на 5, сумму 
умножить на 18, изъ произведенля вычесть утроенное 
задуманное число, разность раздЪлить на 15 и оть 
частнаго отнять задуманное число, то всегда получит- 
ся 6, какое бы ни задумать число. Д»\йствительно, 
[(х | 5).18 — 3х] : 15 — х = [18х + 90 — 3х]: 15 —х= 
= [15х-- 90] : 15 —х=х-+6 —х=6. НапримЪръ, 
если задумать число 13, то послЪдовательно полу- 
чатся числа: 18, 324, 285, 19, 6. Если задумано был 
число 45, то послЪдовательно получались бота 
50, 900, 765, 51, 6. ‚© 

3. Перемножьте два числа, изъ > одно 
превышаетъ задуманное вами число на 3, Ю другое 
на 4, учетверите произвецене и вв результату 
прибавьте 1. Извлеките изъ полуЗенной суммы 
квадратный корень и вычтите ив Нолученнаго чи- 
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сла удвоенное задуманное число Въ результат 
непремЪнно получится 7. ДЪйствительно, выраже- 
не 4(х-3)(х +4) 1 = 4х? 28х | 49 = (2х +7). 
Извлечен1е квадратнаго корня дасть число 2х7. 
Вычитая 2х изъ 2х--7, всегда попучимъ 7, каково 
бы ни было число х. Если, напр, задумано было 
число 96, то придется выполнить слЗдующее вы- 
числен1е: 99 разъ 100 равно 9900, умножетше 
этого числа на 4 даеть 39600. Извлечен1е квадрат- 
наго корня изъ 39600 -- 1, т. е. изъ числа 39601, 
даетъ число 199. Вычитая изъ этого числа удво- 
енное задуманное число, т. е. 192, получимъ, дЪй- 
ствительно, число Т. 


8 3. 
ЗамЪчательные ряды цифръ. 


Мръ чиселъ таить въ себЪ разнообразныя 
свойства, которыя непосвященному несомнзнно дол- 
жны казаться чудесными, тогда какъ искушенный 
въ ариеметикЪ считаеть, что они сами собой разу- 
мЪются, потому что онъ можеть доказать ихъ. ЗдВсь 
мы разсмотримъ нЪкоторыя свойства, опредЪляемыя 
посл $ довательностью, въ которой цифры 
слЗдують другъ за другомъ. 

Шестизначное число 

142857 
имфетъь то замчательное свойство, что послЪ до- 
вательный порядокъ цифръ этого числа 
не м3Вняется при умножен1и его на 2, 
3,4, 5 или 6, если только мы примемъ, что за по- 
слздней цифрой слЗдуетъь первая. ДЪйствительно, 


142857.2 = 985714; ху 
142857.8 = 4285711); .©° 
142857.4 = 571428; с? 
142857.5 = 71492851); «с 


142857.6 = 85142. 
Умножая далЪе наше число на © мы полу- 
чимъ число, состоящее изъ однЪхлооуть девятокъ. 
“С 


7 


— 0 — 


Если же множитель превышаетъ 7, то получится 
число, содержащее болЪе шести цифръ. Если мы 
затзмъ сложимъ число, стоящее впереди послЪд- 
нихъ шести цифръ, съ числомъ, состоящимъ изъ 
этихъ послЗднихъ, то мы снова ветрЪтимся съ тёмъ 
же послЗдовательнымъ рядомъ цифръ, т. е. получимъ 
одно изъ шести сл%здующихъ чиселъ: 142851, 428571, 
285714, 857142, 571428, 714285. Если мы, напримЪръ, 
умножимъ первоначальное число 142857 на 24, то по- 
лучимъ 3428568. Число, стоящее впереди послВднихъ 
шести цифръ, есть 3. Складывая его съ числомъ 
428568, составленнымъ изъ послЪднихъ шести 
цифръ, мы получимъ число 428571, т. е. число, въ 
которомъ посл№довательный порядокъь цифръ та- 
кой же, какъ и въ первоначальномъ числЪ 142857, 
конечно, если считать, что за послЪдней цифрой 
слЪдуеть первая. Если же мы умножимъ наше чи- 
сло на число, кратное 7, и будемъ поступать далЪе 
по прежнему, мы получимъ число, составленное изъ 
шести девятокъ. Напр, умножая наше число на 42, 
мы получимъ сперва 5999994; такъ какъ это число 
соцержить семь пифръ, то число 5, изображаемое 
седьмой цифрой слЪва, нужно сложить съ 999994, 
и мы, дЪйствительно, получимъ 999999. ©? 


Это чудесное свойство числа 142857 станетъ 
вполнф понятнымъ, если мы вепомымъ, что 142857 
есть пер1одъ той десятичной пер1одической дроби, въ 
которую превращается дробь 4; Вода мы обращаемъ 


И 


дробь + въ десятичную, то мы получаемъ послЪдова- 
тельно остатки 3, 2, 6, 4, 5, 1; умножая каждый оста- 
токъ на 10 и дЪля произведеше на 7, мы получаемъ 
посл%дующее частное. Поэтому частныя равны послЪ- 
довательно 4, 2, 8, 5, 7, 1. Такимъ образомъ, дробь $ 
имфетъ перодъ 428571, дробь 2 — перюдъ 285714, 
дробь 8 — перодъ 857142 и т. д. Но, съ другой сто- 
роны, дробь 3 равна утроенной дроби 1, дробь 2 — 
удвоенной дроби + а дробь 6 равна ушестеренной 
дроби 1 и т. д. Этимъ естественно объясняется про- 
исхожден1е указанной особенности числа 142857 для 
того случая, когда множитель не превышаетъ 6. 
Умножая + на 7, получимъ 1; но съ другой сторо- 
ны единица равна перлодической десятичной дроби, 
состоящей изъ однЪхъ лишь девятокъ.—-Какъ надо 
поступить въ томъ случаЪ, когда множитель пре- 
вышаетъ 7, покажеть намъ слЪдуюпай примЪръ, 
гдЪВ множителемъ служитъ число 24. То обстоятель- 
ство, что дробь № равна перлодической десятичной 
дроби съ пер1одомъ 142857, ариеметически можно 
выразить слЗдующимъ образомъ: 


1 142857 142857 142857 


= Бы +. нь 5 
т 10 1012 1018 с 
5 


Умножая обЪ части равенства, на, 24, получимъ: 


3428568 3428568 342856 А 


88=-— ие -..) 
} 10° Г 108 т 103. т 
^5\СУ 


е> 


АУ 


— 99 — 


или 


428568 428568 3 


9 аб. В! пав 10% 108 


а 
Мы видимъ, такимъ образомъ, что сложивъ число, 
состоящее изъ послЪднихь шести цифръ, съ чис- 
ломъ, изображеннымъ цифрами, стоящими передъ 
ними, мы получимъ число съ тою же послЪдова- 
тельностью цифръ. 


Изъ предшествующихть соображен1й вытекаетъ, 
что зам чательная особенность числа 142857 присуща 
всякому (р 1) -значному числу, если оно представля- 
етъ собою перлодъ десятичной перлодической дроби, въ 
которую обращается дробь ея ГД знаменатель р 
есть простое число. Чтобы найти дальнЪйппя числа 
такого же рода, мы должны опредБлить простыя 
числа р, обладаюпая тЪмъ свойствомъ, что десятич- 
ная дробь, равная —- имЪеть въ перодЪ р—1 


цифръ. Наименьшее изъ такихъ чиселъ а й. 


далЪе слЪдують 17 и 19. Обращая дробь -\ въ де- 
сятичную, получимъ въ перлодЪ 16 цифръ, а именно 
0588235294117647. «АУ 


Разсматривая этотъ пер1одъ, какъ самобубятель- 
ное число, мы найдемъ, что оно имЪет®,такое же 
свойство, какъ и число 142857, если у. 
демъ считать одной изъ цифръ була тоть нуль, 
которымъ начинается перюлъ, ‚„т\‘е. если будемъ 


ько мы 0у- 


разсматривать число не какъ°’5»значное, но какъ 


во 


—— 8 — 


16-значное. Можно тогда умножать это число на 
произвольно выбраннаго множителя, не превосходя- 
щахго 17, и постоянно получать числа съ тою же по- 
слЪдовательностью цифръ. НапримЪръ, умножене 
числа на 4 даетъь: 

2352941176470588. 

Отъ умножен1я на 17 мы опять получимъ однЪ 
лишь девятки. Если же множитель превышаетъь 17, 
то, сложивъ число, составленное изъ послЪднихъ 16 
цифръ произведенная, съ чиесломъ, изображеннымъ 
стоящими передъ ними цифрами, мы опять получимъ 
число съ тфмъ же рядомъ цифръ. НапримЪръ, если 
мы умножимъ наше число на 44, то получимъ сперва 


25882352941176468. 

Если сложимъ число 92, стоящее передъ 16 
посл$дними цифрами, съ числомъ 5882352941176468, 
то получимъ 

5882352941176470, 
т. е. число съ такою же послЪдовательностью цифръ, 
какъ и первоначальное. 

ДалЪе, если мы обратимъ дробь -\ въ деся- 
тичную, то получимъ 18-значный пер1одъ, предета` 
вленный слЪдующимъ 18-значнымъ чиеломъ: 4 

052631578947368421. © 

Если будемъ считать стояпай впе ев нуль 


62 


одной изъ цифръ числа, то и оно им то свой- 

ство, что, умножая его на производывое число, не 
ХУ 

превышающее 18, мы вновь будемъ получать тотъь 


— 9 — 


же рядъ цифръ 7). НапримЪръ, умножая на 13, мы 
получимъ 
684210526315789473. 
Конечно, существуетъ безчисленное множество 
чиселъ, подобныхъ тЪмъ тремъ раземотрЪннымъь, 
которыя получены изъ дробей +, №, -&: веЪ дроби 


в которыя обращаются въ десятичную пер!о- 


дическую дробь съ (р—1)-значнымъ пер1одомъ, 
даютъ подобныя же числа. ЗамЪтимъ, что этимь 


1 
ствойствомъ обладаютъ не всЪ дроби вида —, въ ко- 


торыхъ р есть простое число, но тТЪ лишь дроби, 
для знаменателей которыхъ число 10, основане на- 
шей системы нумеращи, является, какъ говорятъ въ 
Теор!и чиселъ, первообразнымъ корнемъ 3). 

Если выбрать простое число р такъ, чтобы пе- 
р1одъ десятичной дроби, въ которую обращается 
дробь 5, содержалъ менЪе, ч$мъ р —1 цифръ, то 
такой перлодъ будеть числомъ, которое, будучи 
умножено на нЪкоторыя опредЗленныя числа, даетъ 
произведен1я, состояпая изъ того же ряда цифръ. 
Сравнительно съ прежде разсмотрЪнными случаями 
разница состоитъ, слЪдовательно, въ том 2 что въ 
качеств множителей нельзя брать любыя числа, но 
лишь нзкоторыя опредЗленныя. НацримЪръ, обра- 
щая дробь 5; въ перодическую) мы получимъ въ 
пер1одЪ 076923. Поэтому число 


Ее 
0769257 


рт. ВА 


отличается тЪмъ свойствомъ, что, будучи умножено 
на нФкоторыя числа, оно даетъ произведен1я, со- 
ставленныя изъ одинаковыхъ рядовъ цифръ. Мно- 
жители эти суть [, 10, 9, 12, 3, 4, а также всякое 
другое число, превышающее какое-нибудь изъ этихъ 
на число, кратное 13. Если же умножать число 076923 
на 2, 5, 6, 7, В и 11, то получимъ 


153846, 384615, 461538, 538461, 615384, 846153, 


т. е. числа, составленныя изъ одного и того же ряда 
цифръ 1, 5, 3, 8, 4, 6, 1,5, 3,... Если же взятый 
множитель превышаетъь какое-нибудь изъ чиеселъ 
2, 5, 6, 7, 8 и 11 на чиело, кратное 13, то произ- 
веден1е содержитъ болЪе шести цифръ; поступая съ 
произведенлемъ вышеуказаннымъ образомъ, мы мо- 
жемъ снова получать шестизначныя числа съ тЪмъ 
же рядомъ цифръ. Мы видимъ, такимъ образомъ, 
что десятичная дробь, въ которую обращается дробь 


а 
13? даетъ намъ два шестизначныхъ числа, обладаю- 


щихь тЬмь свойствомъ, что произведене любого 
изъ нихъ на произвольное число изображается т5мъ 
же рядомъ цифръ, какой мы находимъ въ одномъ ху 
изъ этихъ двухъ шестизначныхъ чиселъ. Итак 
подобно тому, какь числа 7, 11 и 19 сопряжены 
каждое съ однимъ рядомъ цифръ, число 13 *опря- 
жено съ двумя рядами. $7 
Возьмемъ, далЪе, простое число 41: `обративъ 
дробь +\ въ десятичную, мы полу "въ перодЪ 


28% &. 


всего пять цифръ. Поэтому число, представленное 
этимъ пер1одомъ, а именно число 


02439 


имЪеть ту особенность, что умножене его на какое- 
угодно число даетъ 8 группъ цифръ, по пяти въ 
кажцой, при чемъ въ пяти числахъ, составляющихъ 
каждую группу, цифры расположены въ одинаковой 
послЪ довательности, а именно: 


02439. 1=02439 | 02439. 2=04878 | 02439. 3=07317 
02439. 10=24390 | 02439.20=48780 | 02439 .30=73170 
02439. 18=43902 | 02439 .36=87804 | 02439. 18=31707 
02439 .16—=39024| 02439.32=178048 | 02489. 7=17073 
02439 .37=90243 02439 .38=80487 | 02439 .29=70731 


и т. д. 


Можно было бы, конечно, взять какое угодно 
изъ этихъ чиселъ, напр, 70731. Умножая его на 
произвольное число, мы непремЪнно будемъ получать 
одинъ изъ восьми возможныхъ рядовъ цифръ, если 
только будемъ соблюдать извЪетное правило: въ слу- 
чаЪ, когда произведен1е содержитъ болЪе пяти Яфръ, 
число, составленное изъ посл днихъ пяти ци@ръ, нуж- 
но сложить съ числомъ, стоящамъ передн 5тими циф- 
рами. Такимъ образомъ, мы приходи къ сл$дую- 
щему общему положеню: Есл и руесть простое 
число, то пер! одичесн$ десятичныя 
дроби, въ которыя обра ются вс дроби 


в, а 


со знаменателемъ р, приводятъ къ $*) 
—1 
ее чиселъ въ каждой; всЪ 


группамъ по 


эти числа обладаютъ слЗдующимъ свой- 
ствомъ: каждое изъ нихъ, будучи умно- 
жЖжено на любое число, даетъ въ произве- 
ден1и одно изъ тЪхъ же р 1 чиселъ, если 
только въ произведен1яхъ, содержащихъ 
болЪе, чмъ р 1 цифръ, будемъ склады- 
вать число, составленное изъ посл д- 
нихъ р—1 цифръ съ чиесломъ, стоящимъ 
передъ ними. При этомъ въ чиеслахъ од- 
ной и той же группы посл довательный 
порядокъ цифръ одинъ и тотъ же, какъ, 
напримЪ ръ, въ числахъ 48780 и 80487. 

ЗамЪчательные ряды цифръ получаются также 
при обращен1и дроби 3; въ десятичную. Посл дняя 
имЪетъ пер1одомъ число 


012345679. 


Умножая это число на 9, получимъ въ произ- 
веденйи число, изображаемое исключительно циф- 
рой 1, такъ какъ 35 =41, а перюодъ десятичной <` 
дроби, въ которую обращается +, равенъ 1. Отеюдз’ 
слфдуетъ, что умножене на какое угодно ми®ло, 
кратное 9, дастъ число, состоящее исключидельно 
изъ ряда одинаковыхъ цыфръ. Въ числ 2345679 
представлены всЪ цифры отъ 0 до 9 в» исключе- 


Хх 


немъ 8, при чемъ онЪ О натураль- 


ие И 


номъ порядкЪ. Если умножимъ число 012845679 на 
какое-нибудь число, не дВлящееся на 3, то полу- 
чимъ число, которое тоже содержить веЪ цифры 
оть 0 до 9 за исключенемъ одной; при этомъ по- 
стоянно оказывается, что недостающая цифра прел- 
ставляеть собою то именно число, которое нужно 
прибавить къ множителю, чтобы получить чиело, 
кратное 9. НапримЪръ, при умножении на 2 получимъ 
024691358, т. е. число, содержащее всЪ цифры, кромЪ 
“=9—2. Умножая на 8, получимъ число 098765432, 
т. е. опять число, составленное изъ всЪхь цифръ, 
кромз |1 =9—8. Умножая на 13, получимъ число, 
въ которомъ ветрЪчаются веЪ цифры, кромЪ 5, по- 
тому что 5 есть то число, которое нужно приба- 
вить къ 13, чтобы получить ближайшее число, крал- 
ное 9, а именно 18. Это свойство остается въ силЪ 
и въ томъ случаЪ, если выбранный множитель пре- 
вышаетъ 81; но въ этомъ случаЪ слЪдуеть посту- 
пать такимъ же образомъ, какъ въ выше разобран- 
ныхъ рядахъ цифръ, т. е. число, стоящее передъ 
посл дними девятью цифрами, нужно будетъ сло- 
жить съ числомъ, составленнымъ изъ этихъ мол д- 
нихъ. Наконецъ, если умножимъ число 202345679 
на множитель, который длится на 3, быо не дЪ- 
лится на 9, то девять цифръ предетавять намъ 
трижды повторенное трехзначное ‘бабло. Напр., ум- 
ножен!е на 12 даетъ въ произведеви число 148148148. 
Доказательство этихъ в: свойствъ чис- 


вв Обр 


ла 012345679 завело бы насъ слишкомъ далеко. 
Скажемъ только, что эти свойства находятся въЪ 
связи съ тЪмъ обстоятельствомъ, что разсмотрЪнное 
число является пер1одомъ десятичной дроби, въ ко- 


торую обращаетея дробь 0—1 


Совершенно другой характеръ имЪють замЪча- 
тельныя особенности всЪхъ 2п-значныхъ чиселъ, въ 
которыхъ первыя п цифръ суть единицы, елЪ- 
дуюппя п—1 цифръ— пятерки, а послЪдняя цифра 
есть 6: всякое такое число есть квадратъ, сколь ве- 
лико бы ни было число п. Такъ, 

16 есть квадратъ числа 4, 
1156 есть квадратъ числа 34, 
111556 есть квадратъ числа 334, 


11115556 есть квадратъ числа 3334, 
1111155556 есть квадратъ числа 33334 


нате. д. 

То же свойство им$етъь и всякое 2п-значное чи- 
сло, первыя п цифръ котораго суть четверки, 
слЪдуюппя п—1 цифръ— восьмерки, а послдняя 


цифра — 9. Такъ, напр., 69° 
49 есть квадратъ числа с? 


4459 есть квадратъ числа 
444889 есть квадратъ числа. 2667, 
44448889 есть квадрать числа `\ 6667, 
4444488889 есть квадратъ Чиа 66667 
и т. д. «У 
7 
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Чтобы узнать, на чемъ основаны эти свойства 
и вметЪ съ тЪмъ изелфдовать, нфть ли другихь 
21-значныхъ чиселъ, обладающихъь тЪми же свой- 
ствами, мы сперва разсмотримъ квадратъ числа 


Б = 3 (10* + 10° 1+... +1041. 


Мы находимъ: 


5? =9(108 { 10 —1-... + 1041), 
или 
5? = (10 — 1) (10° + 108-14... + 10-4 Хх 
Ж(10* -- 10*--1 +... +101), 
или, пользуясь извЪстнымъ преобразованемъ, 


52 = (108221 — 1) (108 - 108 1... + 10+ 1, 


или 
Ь? = (10а +1-- 102 |... Е 108+ 1) — 
— (108-- 108 1-4... 1). 
Этимъ равенствомъ мы сейчасъ воспользуемся, 
при чемъ мы будемъ исходить изъ тождества 


(ПЬ- 1) = 1252 + 21 + 1, & 


о [®) 


правую часть котораго мы можемъ представить въ 
© 
слЪдующемъ видЪ: к 
па (1091 10%... 506) + 
+ (п — 12) (00° 10°—1 +, 5 10) + 


- (6п — 12 -- > 


— 0] — 


Если въ полученномъ выражении положить 
п =1, то мы найдемъ: 


(В - 1)* = 1. (1028 1 -{ 10% |+... - 10+ 
О Г: 
полагая здЪсь послЪдовательно а = 0, а =1, а =2, 
а =3 ит. д., мы получимъ въ правой части числа 
16, 1156, 111556, 11115556 и т. д., лЪвая же часть 
дасть намъ (3 + 1), (33 - 1}, (333 - 1), (3338 - 1) 
и т. д. 


Если же мы положимъ п =9, то получимъ: 


[6 (10% + 10° 1----:) - 12 = 4 (102241 + 103 +... 
‚10-1 В РО) 15, 


откуда, полагая а =0, а =1, а=? ит. д. поелф- 
довательно получаемъ: 


12 = 49, 67? = 4489, 6672 = 4448889 и т. д. 


Если же положимъ п равнымъ 3 или больше 
трехъ, то формулы, конечно, будутъ сохранять свою 
силу, но онЪ уже не будуть служить источникомъ 
для полученя замЪчательныхъ чиселъ, потому что 
п?, бп — п? и бп— п? 1, представляя собою циф- 5, 
ры, не должны превышать числа 9. -_©° 

©у 
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8 4. 
Весьма большия числа. 


Въ глубинЪ Австралии, а также въ глубинЪ 
Южной Америки живутъ племена, которыя не мо- 
гуть выразить на своемъ языкЪ чиселъ, превышаю- 
щихъ 2 или 6, ни съ помощью особыхъ числитель- 
ныхъ, ни посредствомъ сочетаня словъ, выражаю- 
щихъ меньпшя числа, ни путемъ описатя. Эти пле- 
мена вообще не имЪють потребности считать боль- 
ппя числа существенно отличными другъ отъ дру- 
га. Такъ, напримЪръ, г. фонъ-Штейненъ (уоп 4еп 
ЗЧетеп) разсказываеть о племени Баккаири (Васса), 
живущемъ у притока Амазонки Ёсингу, что числа 
отъ 1 до 6 эти дикари могутъ выразить путемъ со- 
четан1я словъ; когда же ихъ побуждають назвать 
большия числа, они хватаются за волосы, чтобы выра- 
зить этимъ нЪчто неисчислимое. О Ботокудахъ, кото- 
рые тоже живутъ въ Южной АмерикЪ между Р1о Доче 
и Р1о Пардо, разсказываютъ, что ихъ языкъ равзичаеть 
лишь „одинъ“ и „много“, такь что уже „дваФЭи „три“ 
они выражаютъ однимъ и тЪзмъ же сховомъ. При 
всемъ нашемъ презрительномъ недоум и по поводу 
столь мало развитой потребности „цыражать числа, 
мы не должны забывать, если мг. критически отно- 
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симся къ себЪ, что и въ нашей совоеменной куль- 
турЪ средый человЪкъ не въ состоянйи различать 
больпия числа или, по меньшей мЪрЪ, не въ о0- 
стояни дЪлать правильныхъ умозаключений въ об- 
ласти большихъ чиселъ. Подобно тому, какъ бото- 
кудамъ кажется несущественной разница между дву- 
мя и тремя, такь и многимъ современнымъ куль- 
турнымъ людямъ представляется несущественной 
разница между билллюономъ и трилл1ономъ, или, по 
крайней мЪрЪ, они не думаютъ о томъ, что одно 
изъ этихъ чиселъ въ миллюнъ разъ больше другого, 
такъ что первое относится ко второму приблизитель- 
но такъ, какъ разстояте отъ Берлина до Санъ-Фран- 
циско относится къ ширинЪ улицы. Что и наша по- 
требность въ числахъ раньше была менЪе велика, 
чЪмъ теперь, мы узнаемъ изъ сравненля словъ, вы- 
ражающихъ числа въ индогерманскихъ языкахъ. Во 
всЪхъ этихь языкахъ слова, выражаюция числа оть 
1 до 100, обнаруживаютъ близкое родство, но уже 
въ словахъ, выражающихъ тысячу, мы этого родства 
не находимъ. ДЪЙствительно, между словами: ХИ\юь, 
шШе, фаизепа, безь сомнЪфня, нЪть никакого этимоло- 5 
гическаго родства. Отсюда мы можемъ заключить, › 
что потребность выразить словомъ столь бользюе 
число, какъ тысяча, у индогерманскихъ нарбдовъ 
возникла лишь послЪ ихъ раздЪленля. Чо касается 
слова „милллонъ“, то впервые оно было: \употребле- 


но, повидимому, въ 1362 году; но г. овобщее упо- 
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требленле оно вошло конечно гораздо позже. Во вся- 
комъ случаЪ, велищй нЪзмецюай вычислитель Адамъ 
Ризе (Адат Е1езе), живпай въ срединЪ 16 столЪ’я, 
еще не зналъ слова „миллюнъ“; онъ описывальъ его 
посредствомъ „тысячи тысячъ“. Гораздо позже воз- 
никли слова „милмардъ“и „билшонъ“. Слово „мил- 
ллардъ“ для обозначен!я тысячи милл1оновъ вошло 
въ употребленте лишь въ ХХ столЪтш, а именно, 
впервые оно встрЪчается въ языкЪ финансистовъ. 
Тотъ фактъ, что биллюнъ содержить милллонъ мил- 
л1оновъ, имЪетъ важное значеше въ астрономия. ДЪЙ- 
ствительно, разстоян1я планетъ отъ солнца или другъ 
оть друга варлируютъ между шестью милл1она- 
ми и нъЪоколькими стами милл1оновъ миль, 
тогда какъ разстоямя  ближайшихъ неподвиж- 
ныхъ звЪздъ отъ солнца или отъ какой-нибудь точ- 
ки нашей планетной системы содержать отъ пяти 
билл1оновъ до н3»сколькихъ соть билл1оновъ 
миль. Такъ какъ билтонъ относится къ одному 
милл1юну, какъ милл1онъ къ 1, то веЪ разотояня 
между звЪздами планетной системы представляютъ 
собою исчезающе-малыя величины въ сравиёи съ 
разстоянемъ планетъ отъ какой-либо незодвижной 
звЪзды. Такимъ образомъ, зрителю, находящемуся 
на СирлусЪ, не только солнце или замы, но и вся 
наша планетная система должна \ «88аться исчезаю- 
ще-малой свЪтящейся точкой, ч)` е. такой же точ- 


к 
кой, какой кажется намъ Сифруь, который, весьма 
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возможно, тоже представляетъ собою цЪлую пла- 
нетную систему. ДалЪе, отношене милллюна къ бил- 
л1ону станеть намъ очень яснымъ, если мы вепом- 
нимъ, что неполныхъ два мЪсяца содержать мил- 
ллонъ секундъ, тогда какъ биллюнъ секундъ соста- 
вляетъ боле тридцати тысячъ лЪтъ; такимъ обра- 
зомъ, въ историческую эпоху челов ческай родъ не 
прожилъ еще биллюна секундъ. 

Почему мы легко ошибаемся въ числахъ, пре- 
восходящихъ нЪсколько сотъь милллюновъ, объяесняет- 
ся тЪмъ, что торговля, промышленность и техника 
рЪдко приводять къ числамь, содержащимъ болЪе 
восьми знаковъ, и только въ физико-математическихъ 
наукахъ приходится оперировать съ столь большими 
числами. Эти науки потребовали поэтому дальнЪйшей 
разработки словообразованя для большихъ чиселъ. 
Для милтюона билллоновъ придумали слово трилл1онъ. 
Такимъ образомъ, трилллюнъ изображается посред- 
ствомъ единицы съ 18-ью нулями. Продолжая въ 
этомъ направлении, мы приходимъ къ квадриллюну, 
который изображается единицей съ 24 нулями. Поль- 
зуясь такимъ образомъ латинскими числительными 
мы можемъ идти сколь угодно далеко. Такъ ‘защря 
мЪръ, мы могли бы называть 600-ую степень „лебяти, 
т. е. число, изображаемое единицей съ 600-й ну- 
лей, словомъ „центезилллонъ“. Въ дъйстийтельности 
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уже числа, превышаюния миллонъ, › 4 предпочи- 
таемъ приближенно выражать ры степе- 
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ней числа 10. НапримЪръ, вЪсь земли заключается 
между 5.10? и 6.102* килограммами. 

Тотъ фактъ, что лишь благодаря результатамъ 
современныхъ точныхъ наукъ возникла необходи- 
мость образованля словъ для выражеютя большихъ 
чиселъ, можеть навести насъ на мысль, что ни 
одинъ народъ древности не занимался большими 
числами. Въ общемъ это вЗрно. Исключен1е соста- 
вляетъь лить одинъ народъ, именно индусы. Въ Ин- 
дли, гдЪ была изобрзтена наша удобная система, 
нумеращи, еще во времена Будды существо- 
вали особыя числительныя для всЪхъ чиселъ до 
ста тысячъ миллюновъ, и, по предан, самъ Буд- 
да довелъ образован1е числительныхъ до 105%, т. е. 
до чиела, которое мы должны были бы назвать но- 
ниллономъ по аналоги со словами миллюнъ, бил- 
л1онъ, трилллюнъ. Уже въ нацюнальномъ эпосЪ и 
народныхъ сказкахъ индусовъ ясно проглядываетъ 
ихъ пристрасте къ большимъ числамъ. ЗдЪеь мы 
находимъ разсказъ про одного короля, который об- 
ладалъ тысячей билллоновъ алмазовъ, про битву, въ 
которой сражалось десять тысячъ секстилллаювъ 
обезьянъ; такого количества обезьянъ не обла бы 
вмЪетить наша планетная система, даже Сели бы 
вся она была биткомъ набита обезьян» ум. Тамъ же 
говорится, что существуетъ 24000 6 оновъ боговъ, 
и что Будда имЪфль 600000 милллоМевъ сыновей. Ни 
у какого другого народа мы Не находимъ этого 


ЗИ — 


стремленя выражать возвышенное посредствомъ боль- 
пихъ чиселъ. Единственный примЪръ большихъ чи- 
селъ, какой мы находимъ въ древней Греши, это 
Архимедово исчислене песчинокъ (Фащилтс): въ 
этомъ сочинени Архимедъ вычисляетъ, сколько 
песчинокъ оказалось бы во вселенной, если бы она 
была въ опредЪленное указанное число разъ больше 
земли. Однако же Архимедъ взялся за это вычи- 
слен1е не для того, чтобы щеголять большими 
числами: онъ желалъ показать, что неправильно 
говорять о безчиесленномъ множествЪ песчинокъ, 
и что рядъ чиселъь не имЪетъ верхней грани- 
цы, хотя у насъ и не имЪется простыхъ числитель- 
ныхъ для краткаго словеснаго выражен!я большихъ 
чиселъ. Пристрасте пндусовъ къ чрезмЪрно боль- 
шимъ числамъ сказалось еще сильнЪфе послЪ того, 
какъ въ ГУ столЪи нашей эры индусске брамины 
изобрЪли современную систему нумератя, которая 
основана на томъ, что цифра, смотря по занимаемо- 
му ею мЪету, обозначаеть либо одно число, либо 
въ десять разъ большее, либо въ сто разъ большее, 
и т. д., МЪето же недостающаго разряда зи г 
особеннымъ знакомъ-—нулемъ. Этотъ принципу &9- 
торому слЪздують теперь при изображетши_ чцеолъ 
всЪ народы, обладаюцщйе какой-либо нумеращей, 
даеть возможность изобразить всяк сколь 
угодно большое чиело съ помащью десяти 
знаковъ, а именно лесяти знаковьуия чиселъ оть 
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нуля до девяти; такой возможности не даетъ намъ, 
напримЪръ, римская система счислен1я, въ которой 
необходимо постоянно вводить новые знаки для 
изображен1я все болЪе и болЪе возрастающихъ чи- 
селъ. Индусская система нумерати съ ея удобными 
методами счислен1я перешла въ восьмомъ столЪти къ 
арабамъ, оть которыхъ она въ Х — ХПИ столЪмяхъ 
перешла къ христанскимъ народамъ Европы. Но 
лишь къ эпохЪ Реформатаи индусская система ну- 
мераши пустила прочные корни въ народномъ оби- 
ходЪ. Къ этому времени, въ 16 столЪия, выдвину- 
лись люди съ большими ариеметическими талантами, 
каковы Адамъ Ризе и Людольфъ фань 
Цейленъ (401 уап Сешеп); они умЪли дЪлать 
правильныя вычисленля съ очень большими числами. 
Хотя въ настоящее время мы не питаемъ особаго 
пристраетля къ большимъ чиесламъ, какое проявляли 
индусы, все же и у насъ пробуждается интересъ къ 
большимъ числамъ, когда они относятся къ такимъ 
вещамъ, которыя въ небольшомъ чиелЪ намъ хоро- 
шо знакомы. 


1. Игра скатъ, въ которой 32 карты распювиЪ- 
ляются между тремя игроками такимъ образ Ъ, что 
каждый получаетъ по 10 картъ, а двЪ карты откла- 
дываются въ сторону, даетъ поводъ, уботавить во- 
просъ о томъ, сколькими способами\ “можно распре- 
дВлить 32 карты указаннымъо образомъ; другими 
словами, сколько возможно 88 ичныхъ игръ въ 
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скатъ? На этоть вопросъ теорля соединевшй отвЪ- 
чаетъ, что искомое число равно 
32! 
ИЮН Кот 101.2” 
при чемъ символъ а! обозначаеть произведене 
всЪхъ чиселъ оть 1 до а включительно. Вычиеливъ 
это выражене, найдемъ, что искомое число равно 
2153 билллюнамъ 264408 милллонамъ и 504640. 

Чтобы получить нЪкоторое представлене о ве- 
личинЪ этого числа, мы прибавимъ сл$дующее. 
Если бы все живущее человЪчество только тЪмъ и 
занималось, что день и ночь играло бы въ скатъ, 
при чемъ въ игрЪ участвовало бы по три партнера, 
оканчивающихъ въ среднемъ каждыя пять минутъ 
одну игру, то потребовалось бы отъ 52 до 53 лЪть 
на то, чтобы исчерпать вышеуказанное чиело все- 
возможныхъ способовь распредЪленя картъ. Если 
бы эту задачу пришлось разрЪЗшать однимъ лишь 
жителямъ Альтенбурга, родины игры въ скатъ, то 
имъ понадобилось бы потратить оть пятисоть до 
шестисотъ тысячъ лЪть прежде, чЪмъ они могли бы 
сказать, что въ АльтенбургЪ сыграна каждая мыслиз” 
мая игра въ скатъ. Прибавимъ къ этому, что мебулу 
2753 билл1онами (въ кругломъ счетЪ) ити Ивхо- 
дится 655 билллоновъ, т. е. 22 —33% таких, въ ко- 
торыхъ валеть лежитъ въ скатЪ, т. е. пр@надлежить 
къ числу двухъ отложенныхъ карть, о врядъ ли 
наберется 4 милллона такихъ ИГТ е. одна 700- 
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милл1онная часть воЪхъ игръ), въ которыхъ одинЪ 
изъ партнеровъ могъ бы играть трефъ соло съ 11 
матадорами. 

2. Гораздо больше, чЪмъ въ скатЪ, оказывается 
число всевозможныхъ способовъ распредЪленя картъ 
въ вистЪ; въ этой игрЪ 52 карты распредЪляются 
между 4 игроками, такъ что каждый получаетъ по 
13 картъ. Чтобы найти искомое число, нужно вы- 
числить выраженле 

52! 
131 13! 13113! 
Мы получимъ 


53644 квадрилллоновъ, 
737165 трилллоновъ, 
488792 билллюновъ, 
839237 милллоновъ 

и 440000. 


СлЪдуюций примЪръ дастъ, можетъ быть, нЪкоторое 
предетавлен1е о величинЪ этого числа. Если бы вся 
поверхность земного шара, включая горы и океаны, 
была покрыта столиками для игры въ виетъ, при 
чемъ каждый столикъ съ четырьмя партнерами ‚оВа 
нималъ бы всего одинъ квадратный метръ, ‚„Езесли 
бы за каждымъ столикомъ безпрестанно’ Играли 
въ вистъ,—одну игру въ пять минутъ, Жо должно 
пройти болЪе тысячи миллпоновъ лВть \трежде чЪмъ 
на этой сплошь покрытой карточАМ ми столиками 
землЪ будуть разыграны всЪ мыблимыя комбинация 
изъ 52 картъ. | 
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3. Вь обоихъ предшествующихъь прим$рахъ 
теорля соединений приводила насъ къ большимъ 
числамъ Столь же большая числа могутъ быть по- 
лучены изъ разсмотрЪвная геометрическихъь прогрес- 
ой. Наибольшей извЪстностью пользуется примЪръ, 
содержапийся въ разсказЪ о наградЪ, которую дол- 
женъ былъ получить изобрЪтатель шахматной игры. 
Это преданле, которое возникло въ Инди, родинЪ 
шахматной игры и большихъ чиселъ, и въ течене 
ряда вЪковъ приводится во всЪхъ учебникахь 
ариеметики, гласить слЪдующее. Одинъ индусскй 
король по имени Шерамъ (ЗВеНгат) предложилъ изо- 
брЪтателю шахматной игры Сесса Эбнъ-Дагеру (5езза 
ЕБп ОаНег) выбрать самому себЪ награду за свое 
изобрЪтене. Тогда изобрЪтатель попросилъ дать ему 
такое число пшеничныхъ зеренъ, какое пришлось бы 
на шахматную доску, если бы положить на первую 
клЪтку одно зерно, на вторую — два, на третью — че- 
тыре и т. д., вообще — на каждое посл дующее поле 
въ два раза больше, чЪ$мъ на предыдущее. Король 
охотно обЪщалъ дать эту, какъ онъ предполагалъ, 
весьма скромную награду. Когда же требуемое чисо) 
было высчитано, то оно оказалось равнымъ 2, 
что составляетъ ( 

18 триллюновъ, 7 
446744 биллюна, `\ 
073709 миллоновъ, , )<\ 

и 551615. ее” 
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Король не могь исполнить своего обЪщан1я; онъ не 
могъ бы его исполнить даже и въ томъ случаЪ, 
если бы онъ обладалъ всей землей и вею свою 
жизнь безпрестанно сЪялъ бы и пожиналъ пшеницу. 
ДЪйствительно, если равномЪрно посыпать поверх- 
ность всей суши земного шара пшеничными зер- 
нами, то, какъ оказывается, упомянутаго числа зе- 
ренъ хватило бы на слой толщиной въ девять мил- 
лиметровъ. 

4. Къ степенямъ числа 2 приводитъ также во- 
просъ о числЪ предковъ какого-либо нынЪ живу- 
щаго человЪка А. Онъ имЪетъ двухъ родителей, 
слЪдовательно 4 прародителей, 8 прапрародителей, 
16 прапрапгародителей и т. д. Если мы усло- 
вимся называть родителей предками перваго по- 
рядка, прародителей — предками второго порядка, 
и т. д., то окажется, что А имЪетъ 2П предковъ п-го 
порядка. Съ другой стороны, можно принять, что на 
каждые сто лЪтъ приходится три поколЪ я, и, слЪ- 
довательно, сто лЪтъ тому назадъ предки лица А 
были въ томъ же возраст, какой теперь имЪеть А. 
Итакъ, сто лЪтъ тому назадъ жили восемь предковъ 
А, двЪсти лЪтъ тому назадъ 64 и т. д. Такамъ об- 
разомъ, мы найдемъ, что 1900 лЪфть том” назадъ, 
т. е. въ началЪ нашей эры, жило 8! ®фредковъ А. 
Это составить приблизительно 14400 биллюоновъ 
людей. Но для такого чиела люд не нашлось бы 
мЪста на всей поверхности земщего шара, даже если 
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бы мы пожелали допустить, что вся поверхность зем- 
ли, включая горы, океаны и пустыни, сплошь покрыта 
т$ено прижатыми другъ къ другу предками лица А. 
ДЪйствительно, для того, чтобы на земной поверх- 
ности помЪетилось 144000 биллюновъ людей, на 
каждомъ квадратномъ дециметрЪ должно находиться 
2—3 человЪка, что невозможно. Мы видимъ отеюда, 
что въ нашемъ разсужденли гдЪ-то кроется ошибка. 
Мы найдемъ ее, если вспомнимъ о родетвЪ между 
людьми, хотя бы его и не всегда возможно было 
прослЪдить. Правда, обыкновенно человЪкъ имЪеть 
8 прародителей; но имЪетъь ли онъ 16 различныхъ 
прапрародителей, уже подлежитъ сомнЪню, такъ 
какъ благодаря бракамъ между родственниками число 
16 можетъ упасть до 14 и еще ниже. Идя такимъ 
образомъ все далЪе и далЪе, мы заключаемъ, что 
весьма невЪроятно, чтобы какой-нибудь человЪкъ 
имЪлъ 220 различныхъ предковъ 20-го порядка. 
Итакъ, при переходЪ отъ одного порядка предковъ 
къ слВдующему, не всегда нужно удваивать число 
предковъ. Во всякомъ случаф число предковъ лица 
А, жившихъ 1900 лЪть тому назадъ, не могло пре” 
вышать числа всЪхъ людей, жившихъ тогда на земть; 
такь какъ послЪднее число навЪрно не префепнало 
2000 миллпюновъ, то уже отсюда слЪдуетъ, 40 на про- 
тяженти 1900 лЪть у предковъ лица \А очень часто 
происходили браки между лицами, но дившимися въ 
родетвЪ, хотя бы послЪднее и не Выло доказуемо. 
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5. Такь какъ вычислен1е сложныхъ процен- 
товъ основано на геометрическихъ прогресачяхъ, 
то мы придемъ къ очень большимъ чиесламъ, если 
предположимъ, что капиталъ, отданный на сложные 
проценты, нарасталъ въ теченте долгаго промежутка 
времени. Особенно извЪетенъ примЪръ съ копейкой °), 
отданной въ ростъ на сложные проценты во время 
рожден!я Христа. СлЪдуюпия соображешя покажутъь 
намЪъ, какя чудовищныя денежныя суммы получа- 
ются при нарастанти капитала въ теченте н-сколькихъ 
столЪ'й. Если считать по 47/, процента, то капи- 
талъ увеличивается въ сто разъ каждыя 
сто лЪтъ; этоть фактъ легко запомнить. Поэтому 
черезъ 200 лЪтъ одна копейка превратится въ 100 
рублей, черезъ 300 лЪть— въ 100% рублей, черезъ 
400 лЪть— въ 1003 рублей и т. д., т. е. въ 1900 
лЪть мы будемъ имЪть 10018 рублей, т. е. секетил- 
ллонъ рублей; это число рублей въ двЪети милллоновъ 
разъ больше числа граммовъ. выражающаго вЪеъ 
земли. Если мы будемъ считать по 4 сложныхъ про- 
цента и время наращешя одной копейки примемъ 
равнымъ всего 1875 годамъ, то по истечения ахого 
времени мы будемъ имЪть такой капиталу: _ 


865986 квадрилллоновъ $7 
626476 трилллоновъ, 

236508 биллоновь, хе” 
210156 миллюновъ, 4) ° 

186660 рублей ис: Копейки. 
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Чтобы получить приблизительное представле- 
не о величин этой суммы, вообразимъ, что вся 
масса нашей земли состоитъ изъ золота такой же 
пробы, какъ нЪмецкая монета въ 20 марокъ. Въ 
этомъ случаЪ цЪнность выше представленнаго ка- 
питала была бы равна 84 такимъ золотымъ земнымъ 
шарамъ. Если будемъ считать не по 4 процента, а 
по 5, то мы получимъ еще гораздо большую сумму 
денегъ. Чтобы представить ЦцЪнность такого капи- 
тала, понадобилось бы цЪлыхъ 5191 милллюнъ ука- 
занныхъ золотыхъ шаровъ величиною въ землю. 


6. Если, наоборотъ, дана сумма геометрической 
прогрессии со знаменателемъ, превышающимъ еди- 
ницу, то мы обыкновенно переоцЪниваемъ соотвЪт- 
ствующее число членовъ. Пояснимъ это примЪромъ. 
Предположимъ, что въ 9 часовъ утра обнаружива- 
ется убйство. ЧеловЪкъ, обнаруживпий его, въ те- 
чен1е четверти часа между 9 и 9!/, успЪваетъ с00б- 
щить объ убйствЪ тремъ лицамъ. Допустимъ далЪе, 
что каждое изъ этихъ трехъ лицъ въ течеше слЪ- 
дующей четверти часа передаеть вЪеть тремъ но> 
вымъ лицамъ, при чемъ вЪеть продолжаетъь рас 
пространяться такимъ же образомъ, т. е. казвоиый, 
услышавиий ее, встрчаетъь въ течене четвер часа 
три лица, которымъ онъ сообщаетъ эту в№ль и для 
которыхъ она является новостью. Если\бЫ возможно 
было, чтобы всЪ населюшпе землю 6590—1700 мил- 
ллоновъ людей получали это изввейв непремЪнно 
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указаннымъ путемъ, то уже въ тоть же день въ 13/, 
часа пополудни всЪ обитатели земного шара были бы 
освздомлены о происшедшемъ. Д»Ъйствительно, по 
истечен1и 19 четвертей часа извЪсте дошло до та- 
кого числа люцей, какое равно суммЪ членовъ слЪ- 
дующаго ряда: 

13-3 +... 38. 
Но эта сумма равна 1 (320 — 1), или 

1743 милллюонамъ и 392200, 

и, слЪ довательно, превышаеть 1700 миллюоновъ. 

7. Методы, служащие для измфреня силы свЪта, 
указываютъ намъ, что дЪйствте солнечнаго свЪта на 
землю равно дЪйствю 60000 стеариновыхъ свЪчей 
въ точкЪ, находящейся всего лишь на разстояи 
1 метра оть источника свЪта. Такъ какъ извЪстно, 
что яркость свЪта обратно пропоршональна ква- 
драту разстояня, то можно вычислить, сколько стеа- 
риновыхъ свЪчей должно было бы горЪть въ томъ 
мЪетЪ, гдЪ находится солнце, чтобы дЪйстне ихъ 
на землю было равно дЪйств1ю солнца. Мы найдемъ, 
что число свЪЗчей равно приблизительно 

13850 квадрилллонамъ. © 


е @5? 
Но такъ какъ земля вЪситъ всего 5 квадритоновъ 
килограммовъ, то, будь она даже вся -етеариновая, 
массы ея не хватало бы для м назван- 
наго числа свЗчей. \\ 
8. Въ нашгь вЪкъ бактерй я?`лишено интереса 


узнать, сколько всего бактерии по большей мЪръ, 
У 
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можетъ быть на землЪ. Съ этой цВлью мы будемъ 
представлять себЪ земную кору, какъ полый шаръ, 
наружная сфера котораго имЪетъ радлусъ въ 869 
миль, & внутренняя—всего въ 860 миль. Объемъ 
тЪла, ограниченнаго этими сферами, равенъ 35300 
квадриллюонамъ кубическихъ миллиметровъ. Если 
мы примемъ, что одинъ кубическй миллиметръ со- 
держитъ, вь среднемъ, милллонъ бактерий, то ока- 
жется, что на всемъ земномъ шарЪ число бактерий 
никакъ не превышаетъ 35300 квинтиллюнонъ. 

9. Чтобы получить представлен1е о той степе- 
ни точности, съ которой опредЪляется число, когда 
мы знаемъ сто или болЪе десятичныхъ знаковъ его, 
разсмотримъ слЪЗдуюций примЪръ. Число п, указы- 
вающее, во сколько разъ длина окружности больше 
ея дламетра, немного больше, чЪмъ 3, и, если огра- 
ничиться первыми 6-ью десятичными знаками, ве- 
личина его выразится числомъ 


3.141592...; 
это значить, что п больше, чЪмъ 3,141592, но мень- 
ше, чЪмъ, 3,141598. Такъ какъ т есть иррапональ- 
ное число, то невозможно представить его точно в» 
видЪ конечной десятичной дроби. Но съ каждьвть 
прибавочнымь десятичнымъ знакомъ степень, Фоано- 
сти увеличивается въ 10 разъ. Хотя во возхь при- 
ложеняхъ вполнЪ достаточно взять отъеми до деся- 


ти знаковъ, но все же въ ба вычисле- 
но боле 500 десятичныхъ экон" сла т. Сл\- 
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дуюцшй примфръ пояснить намъ, какую степень 
точности дають намъ одни лишь первые сто зна- 
ковъ. Сирлусъ удаленъ отъ насъ на разетояне въ 83 
милл1она милллюновъ миль. Вообразимъ сферу, про- 
ходящую черезъ Сирусъ и имБющую свой центръ въ 
центрЪ земного шара; вообразимъ, что этоть чудо- 
вищно большой шаръ наполненъ бактерлями въ та- 
комъ количеств, что на каждый кубическй милли- 
метръ приходится милллонъ миллюновъ бактерли. 
Въ такомъ случаЪ число всЪхъ бактерий въ шарЪ 
изобразится 74 цифрами. Представимъ себЪ, что они 
распакованы и размЪфщены по прямой лини такимъ 
образомъ, что разстояне между каждыми двумя со- 
сЪдними равно разстоянтю Сиртуса оть земли, т. е. 
838 биллюнамъ миль. Такимъ образомъ мы получимъ 
длину, содержащую столько миль, сколько единицъ 
содержится въ произведеми 74-значнаго числа бак- 
терй на 83 биллюна. Примемъ это разстояне за 
дламетръ окружности, длину которой мы затЪмъ мо- 
жемъ опредЪлить двоякимъ путемъ: во-первыхъ, 
дЪйствительнымъ измВрешемъ и, во-вторыхъ, умно- 
женемъ даметра на т, при чемъ мы ограничимся 
первыми ста десятичными знаками числа п; Тогда 
оба результата, выражающие длину окружности, долж- 
ны отличаться другъ отъ друга, такъ КАН при ум- 
ножен мы приняли во внимане лижь первые сто 
знаковъ числа х. ВелЪдств1е чрезвычайно огромныхъ 
размВровъ окружности, неточно» должна будеть 
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сказаться съ чрезвычайной р’»зкостью. ТЪмъ не менЪе 
оказывается, что разница между результатомъ, ко- 
торый даеть намъ дЪйствительное измЪрене, и 
произведентемъ дламетра на число п, взятое со ста 
десятичными знаками, не составитъ даже одной мил- 
л1онной доли миллиметра. 

10. Въ заключен1е замЪтимъ, что ариеметика 
даеть намъ возможность съ помощью всего лишь 
трехъ цифръ изобразить число, далеко превосходя- 
щее то число, которое мы получили бы, если бы 
перемножили в@6Ъ числа, которыя до сихъ поръ упо- 
мянуты въ настоящемъ параграфЪ, и полученное 
произведене умножили на квадриллюнъ, послзд- 
нее произведене опять умножили бы на квадрилллонъ 
и милллюонъ разъ продЪлали бы такое послЪдователь- 
ное умножене на квадриллюнъ. Число, которое мы 
получили бы такимъ путемъ, гораздо меньше числа, 


0° 
Д\ЪИствительно, это число представляетъ собою 

произведен1е 9% множителей, изъ коихъ каждый раку 

венъ 9. Но число 99 = 9.9.9.9.9.9.9.9.9 =387 мил @о- 


намъ 420489, и такое именно число разъ нужно 
взять множителемъ число 9, чтобы получи” число 


9 № 
0 


<’ 


— 50 


Такъ какъ человЪфческой жизни недостаточно 
для того, чтобы опредЪлить это число, то мы ограни- 
чимся указан1омъ числа цифръ, посредетвомъ ко- 
торыхъ пишется наше число. Это число цифръ не- 
сомнЪнно превышаетъ 369 милллоновъ и 690000, но 
меньше 869 миллюновъ и 700000. Если бы мы по- 
желали написать это число, то для этого нужна бы- 
ла бы длина отъ 184841 до 18485 километровъ, 
при чемъ цифры пришлось бы писать настолько 
близко другъ къ другу, чтобы въ каждомъ деци- 
метрЪ помЪщалось 20 цафръ. 


$5. 


Отгадыван!е числа очковъ прикрытыхъ 
картъ. 


Весьма извЪстный карточный фокусъ, состояпай 
въ отгадыванш суммы очковъ прикрытыхъ картъ, 
основанъ на простомъ ариеметическомъ преобразо- 
вави. Этотъь фокусъ выполняется большей частью 
съ 82 картами слЗдующимъ образомъ. Предлагаемъ 
кому-нибудь выбрать три карты и положить ихъ ли- 
цевой стороной внизъ отдВльно другъ оть друга, а 
затЬмъ просимъ считать оть числа очковъ первой 
изъ трехъ картъ до 11] и при каждомъ отечитывае- 
момъ числЪ накладывать на нее по картЪ, такъ что 
выбранная карта станетъ нижнею картою одной кучки. 
То же предлагаемъ сдЪлать съ другими двумя вы- 
бранными картами. Зат$мъ мы просимъ дать намъ 
оставппяся карты, и по числу ихъ можно узнать сум- 
му очковъ трехъ выбранныхъ картъь, самыхъ ни - 
нихъ въ трехъ образовавшихся кучкахъ, & именно: 
нужно прибавить 4 къ числу полученных® `Жартъ, 
и тогда мы получимъ искомую сумму очбовъ. Бу- 
демъ считать, что тузъ имЪетъ 11 очков Жороль— 4, 
дама —3, валеть —2, а десятка, девяфка, восьмерка 
и семерка— соотвЪтственно по 1655, 8 и 7 очковъ. 
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Предположимъ, что были выбраны слЪдуюппя ниж- 
ня карты: король, восьмерка и тузъ. Въ такомъ 
случаЪ лицо, выбравшее эти карты, должно при со- 
ставленйи первой кучки считать короля за четыре и 
отечитать далЪе отъ 5 до 11, т. е. прибавить семь 
карть. Такимъ же образомъ, чтобы достигнуть пре- 
дЪла 11, ему придется наложить три карты на вось- 
мерку. На тузъь же онъ не долженъ будеть нало- 
жить ни одной карты, потому что тузъ одинъ счи- 
тается за 11. Поэтому въ первой кучкЪ будетъ 8 
картъ, во второй — четыре, въ третьей — одна, и мы, 
слЪдовательно, должны будемъ получить оть него 
столько картъ, сколько заключается единипъ въ 
числЪ 32, уменьшенномь на 84-1, т. е. 19 
картъ. Но 1944 даетъ 28; слЪдовательно сумма 
очковъ трехъ нижнихъ картъ должна быть 23. На 
самомъ дЪлЪ 4 + 8 + И = 23. 


Если, во-вторыхъ, мы имЪемъ 52 карты, при 
чемъ каждый изъ четырехъ тузовъ считается за 11, 
каждая изъ 12 фигуръ—за 10, а прочя карты оцз- 
ниваются каждая числомъ изображенныхъь на, ней 
очковъ, и если опять составляютъ три кучки, &Титая 
при этомъ до 18, —то слЪдуетъ только прабавить $) 
къ числу оставшихся картъ, чтобы побучить сумму 
очковь нижнихъ картъ трехъ ученья прим$ра 
предположимъ, что внизъ были поожены пятерка, 
десятка и король. Тогда къ пязеркЪ придется при- 
соединить еще 13 картъ, ы” десятк&—восемь и 
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отолько же къ королю, такъ какъ онъ тоже счита- 
ется за 10; такимъ образомъ, въ первой кучкЪ бу- 
дуть находиться 14 картъ, во второй — девять и въ 
третьей—девять. Такимъ образомъ, для составлен1я 
трехъ кучекъ понадобятся 32 карты. Поэтому 20 
картъ будутъ намъ возвращены. Прибавивъ къ этому 
числу 5, мы получимъ д?Ъйствительную сумму 25, 
составленную изъ чиселъ 5, 10 и 10. 

Легко понять, что въ этомъ фокусЪ безразлич- 
но, какое значене мы приписываемъ каждой картЪ, 
и что число, которое мы должны прибавить къ числу 
возвращаемыхъ намъ картъ, чтобы получить сумму 
очковъ нижнихъ картъ, зависить лишь отъ числа 
всЪхъ карть п, оть числа В кучекъ, которыя нужно 
составить, и отъ суммы 2 всЪхъ предЪльныхь чи- 
селъ, до которыхъ нужно считать при составлени 
каждой изъ ПН кучекъ. Нетрудно выразить эту зави- 
симость при помощи формулы. Чиела очковъ въ 
нижнихь картахъ ПК кучекь обозначимъ соотвЪт- 


ственно черезъ а., &, а....., ав, число карть въ каж- 
дой кучкЪ — черезъ Ъ., Ъ,,..., 6, и, наконецъ, черезъ 
7), 7.,..., 2 Обозначимъ предЪльныя числа, до ко «у 
торыхъ нужно считать при составлен1и каждой кучб. 
Тогда мы имЪемъ: ©; 

а. НЕ, =2, + 1; $ 


и 
р: \ 


[Ф № 
$ 


ЕТ 1. х 


ы 


рые. 


Сложивъ почленно эти НВ равенствъ и введя обозна- 
ченля 


а, Га, -- --- | а = а, Ь ЕЕ =, 
2... 72, = 2, 
мы получимъ: 


а =и- В. 


Но чиело Ь картъ, взятыхъ для составлен1я кучекъ 
равно избытку числа п воЪхь имЪющихся картъ 
надъ числомъ г оставшихся и возвращаемыхъ намъ 
картъ, т. е. равно п г. Слфдовательно, 


аи—г=и-Ь, 
& = -г— п. 


Въ первомъ изъ двухъ примфровъ мы имЪемъ 


или 


п = 32, В =3, д =3.11 = 33; слЪдовательно, мы по- 
лучимъ согласно только-что выведенной формулЪ 


& =г-| 4. 


Во второмъ примЪрЪ п= 52, В = 3, #=3 ка 54. 
Тавкимъ образомъ, мы найдемъ, что 
45° 
& =г-- 5. < 


р 


Такь какъ желательно, чтобы ; а@асъ оказалось 
достаточное число карть для сосчё®левнля кучекъ, и 
о % 
чтобы, сверхъ того, осталась, пу крайней мЪрЪ, еще 
одна карта, то необходимо, ‚Ячобы было < п. 5). 
= 


— 55 — 


ЛалЪе, наибольшее значен1е, какое можеть имЪть 
какая-либо карта, не должно, конечно, превышать 
наименьшаго изъ предВльныхь чиселъ 2, #,,..., 7й. 
Поэтому пред$льныя числа должны удовлетворять 
нзкоторымъ условямъ, каковыя мы установимъ для 
того случая, когда 7, =2, =... =2, и, селВдователь- 
но, 2=17, и когда наименьшее значен1е карты 
равно 1, а наибольшее равно 11. Для того, чтобы 
у насъ оставалась, по крайней мЪрЪ, одна карта, не- 
обходимо, чтобы выполнялось неравенство 2=12, < п; 
съ другой стороны, чтобы общее предЗльное число 
не было меньше наибольшаго значенля, какое у 
насъ можеть имЪть карта, т. е. 11, необходимо так- 
же, чтобы было 2, > 11. Такимъ образомъ, число 2, 
должно удовлетворять слЗдующимъ предЪфльнымъ 
условямтъ: 


хе п 
ТВ ъ. 


Отсюда слЪдуетъ, напримЪръ, что въ случаЪ 32 
карть и 3 кучекь нЪть значеня 7, удовлетворя- 
ющаго выведеннымъ услошямъ. При 52 картахъ 
и 4 кучкахь число #2, можетъ быть равно 11455 
или 12. ЗамЪтимъ, что число п картъ мо. 
взять совершенно произвольно, и что карты ‘не 
должны обязательно образовать полной ибры, но 
могутъ быть выбраны совершенно произВозьно. Что- 
бы разнообразить этоть фокусъ, удобю взять по- 
больше картъ, — все равно, какихъучтобы можно 
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было составить побольше кучекъ. НапримЪръ, если 
въ нашемъ распоряжен1и находится сто картъ, то 
какъ показываютъ приведенныя предЪльныя усло- 
в1я, число кучекъ можно довести до девяти; условя 
даютъ намъ 7, = 11 при п = 100 и В = 9. 


$ 6. 
Задачи на переливан!е. 


Задачи, которыми мы сейчасъ займемся, ветр%- 
чаются со времени появленля классическаго сочине- 
ня Баше *) не только въ различныхъ книгахъ, со- 
держащихъ ариеметическля развлеченля, но и въ 
календаряхъ и дЪтскихъ книгахъ, а въ послЪднее 
время онф появляются въ журналахъ для легкаго 
чтення и въ провиншальныхъ газетахъ. Въ этихъ 
задачахъ предполагается, что имЪется лишь ограни- 
ченное число сосудовъ, вмзшающихъ каждый опре- 
дЪленное число литровъ, при чемъ стЪнки сосудовъ 
не раздБлены черточками, по которымъ можно было 
бы судить, какая часть сосуда наполнена. Съ по- 
мощью такихъ сосудовъ нужно путемъ повторныхъ 
переливавн1й налить опредЪленное число литровъ въ 
тоть или другой сосудъ. Чаще всего рЗчь идетъ о 
молокЪ или вин%. Обыкновенно въ этихъ задачахъ 
предполагается, что имЪется всего лишь три сосудь- У 
различной величины, что самый большой изъ н ое 
наполненъ до краевъ, а два другихъ сове вино 


пусты: требуется путемъ повторныхъ пез ваний 
Е. №. ‹\ХУ 


*) Раньше Баше этой задачей занимался\ Тартал!а 


въ началЪ ХУТ столЪтй, а въ 1803 г. амъ вновь 


А 


извлекъ ее на свЪтъ Божий. «У 
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жидкости, наполняющей самый большой сосудъ, раз- 
дЪлить ее на двЪ равныя части такъ, чтобы одна 
половина оказалась въ наибольшемъ сосудЪ, а дру- 
гая —въ слЪдующемъ за нимъ по величинЪ. Баше 
(1612) выражаеть задачу такъ: „два друга должны 
подЪлить межъ собой 8 мЪръ вина, находящагося 
въ сосудЪ вмЪоетимостью въ 8 мЪръ; кромЪ этого 
оосуда, они имЪфютъ еще два сосуда, одинъ въ 5 
мЪ$ръ, другой въ 3 мЪры. Какимъ путемъ могуть 
они точно подЪлить между собой вино поровну, 
пользуясь исключительно лишь этими тремя сосу- 
дами?“ Баше даетъ два рЪшеня этой задачи, и мы 
приведемъ ихъ здЪеь, замЪ$нивъ мЪры литрами. 

1. СлЪдуеть наливать вино въ пятилитровый 
сосудъ, пока онъ не будетъ совершенно полонъ; 
изъ послЪдняго слфдуеть переливать вино въ трех- 
литровый сосудъ, наполняя его до краевъ, такъ что 
во второмъ по величинЪ сосудЪ останется два литра. 
Теперь нужно перелить содержимое самаго малаго 
сосуда въ наибольший: тогда въ послЪднемъ ока- 
жется 6 литровъ. Въ опорожненный наименьпий со- 
судъ вливають два литра, оставшихся во вфоромъ 
по величинЪ сосудЪ. ПослЪдшй затЪмъ на{ойняютъ 
до краевъь виномъ изъ наибольшаго ‚сосуда, такъ 
что теперь наши три сосуда, начиная еъ наиболь- 
шаго, содержатъ по порядку 1, 5 ие литра. Теперь 
переливаютъ вино изъ второго ебфоуда въ наимень- 
пий, пока послЪдьйй не Нод Тогда во второмъ 
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сосудЪ останется 4 литра. СлЗдуеть лишь перелить 
еще три литра изъ наименьшаго сосудъ въ наиболь- 
ний, и мы раздЪлимъ наши 8 литровъ пополамъ. 

2. Въ другомъ рЪъшени Баше предписывается 
наполнить до краевъ наименьпий сосудъ и затЪмъ 
перелить эти три литра въ средый сосудъ. Вновь 
наполняютъ наименьпий сосудъ, наливая въ него 
вино изъ наибольшаго, такъ что въ послЪднемъ 
тогда останется 2 литра. Теперь переливаютъ вино 
изъ наименьшаго сосуда въ средн, пока онъ не 
наполнится, и затЪмъ переливаютъ все содержимое 
средняго сосуда въ наибольший, который теперь со- 
держитъ 7 литровъ, между тЪмъ какъ въ наимень- 
шемъ будеть одинъ. Этотъ литръ переливаютъ те- 
перь въ среднйй сосудъ. Наконецъ, наполняютъ на- 
именьпий сосудъ виномъ изъ наибольшаго, такъ что 
въ послЪднемъ будутъ содержаться 4 литра. Остается 
лишь перелить три литра, наполняюцие наименышй 
сосудъ, въ среднй, и задача наша рЪшена. 

Эти р$шен1я можно представить въ болЪе на- 
глядномъ и краткомъ видЪ, если построить таблицы, 
въ которыхъ тремъ сосудамъ отведены три колонны, и д 
писать въ строкахъ этихъ колоннъ числа, послЪд@у 
вательно указываюпия, сколько литровъ нахо вся 
въ сосудахъ послЪф каждаго переливаня. Ва’ даль- 
нЪйшемъ мы постоянно будемъ пользоватезя этимъ 
сокращеннымъ способомъ. Три сосуда соотвЪт- 
ственно будемъ обозначать черегь ЗВ и С, при 

> 
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1. 2. чемъ А обозначаеть наи- 
А больший сосудъ, В— 
(8) второй по величинЪ, а 
С — трети. ВмЪстимость 
каждаго сосуда въ ли- 
трахъ мы будемъ выра- 
жать числами, заклю- 
ченными въ скобки и 
помфщенными подъ бук- 
вами А, В и С. Такимъ 
образомъ, оба вышеизло- 
женныя рЪшенля пред- 
ставляются въ вид?Ъ на- 
глядныхъ таблицъ, ко- 
торыя мы здЪсь гпила- 
гаемъ. 


Задачу Баше на 


’ переливанле можно обоб- 
щить въ трехъ различныхъ направленляхъ: 


1. ВмЪето чиселъ (8), (5) и (3) можно выбрать 
друмя произвольныя числа, которыя указывали бы, 
сколько литровъ должны вмфщать сосуды А, Ви С. 

2. Можно поставить себЪ цЪлью не рави5лене 
на равныя части, но получене любого ФЭ8можнаго 
числа литровъ. о 

3. Можно предположить, что Унашемъ распо- 
ряжен1и находится не три сосуда ббльшее чиело. 

Третье направлене в вляется наименЪе 


а 


интереснымъ, такъ какъ нахожден1е рЪшен1я стано- 
вится слишкомъ легкимъ, а число возможныхъ рЪ- 
шен1й слишкомъ большимъ. Поэтому мы не будемъ 
здЪсь подробнфе развивать задачу въ указанномъ 
направлени, но приведемъ лишь примЪръ, который 
мы заимствуемъ изъ книги Болла „Маетайса! ге- 
стеа#оп$“. Предположимъ, что сосудь А, наполнен- 
ный жидкостью, вмфщаеть 24 литра, а порожнте 
сосуды В, Си О могуть вмЪетить 

соотвЪтетвенно 13, 11 и 5 литровъ.| А | В | 
Требуется раздЪлить переливанемъ 


с |р 


ы 
24 литра на три равныя части. На (29) аз) ) т 


таблицЪ представлено одно весьма| 924 | 0 0 | 0 
краткое рЪшене задачи. Боллъ | а 
въ своей книгЪ высказываеть мыель, 
что подобныя задачи на перелива- 
н1е не могуть быть рфшены мате- 
матически, но рЪшаются лишь пу-| 
темъ испытан: тёмъ не менЪе ав-| 
торъ въ рядЪ своихъ статей о ма- 
тематическихъ играхъ (Мафигу. \о-| 
срепзсрг. 1891—94) попыталея кри-| _ 
тически разработать задачу на пе-| 
реливанае въ отношен1и двухъ пер- 
выхъ изъ трехъ вышеуказанныхъ на- 
правлешй, въ которыхъ задача мо- 
жетъ быть обобщена. Числа, выража- 
юпия вмВстимость сосудовъ А, В ин 
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С вь литрахъ, обозначимъ соотвЪтетвенно черезъ а, Ь, 
. Прежде всего легко понять, что при переливания 
можеть происходить лишь одно изъ двухъ: либо мы 
совершенно опорожняемъ сосудъ, изъ кото- 
раго мы переливаемъ, либо же мы цЪф ликомьъ на- 
полняемъ сосудъ, въ который мы переливаемьъ. 
Поэтому, сколько бы разъ мы ни дЪлали переливане, 
ни разу не можеть случиться, чтобы въ одно и тоже 
время не было ни одного совершенно пустого сосуда, 
и ни одного совершенно наполненнаго. Поэтому, если 
въ какой-либо строкЪ нашей таблицы, изображающей 
результаты послЪдовательныхъ переливанй, нЪтъ 
ни одного нуля, то непремЪнно будетъ одно изъ 
двухъ: либо второе число этой строки равно Ь, либо 
же третье равно с. Первое же число въ разсматри- 
ваемомъ случа не можеть быть равно а, потому 
что въ задачЪ всегда предполагается, что имЪется 
всего лишь а литровъ жидкости. Еели мы желаемъ 
получить посредствомъ переливан1я веевозможныя 
числа литровъ оть 1 до а, то мы должны, совершая 
послЪдовательно переливанйя, стараться не натолк- 
нуться вторично на такую группу чиселъ, св Жото- 
рой мы уже одинъ разъ ветрЪчались, поте’ что въ 
противномъ случа переливанля, приведя вто- 
рично къ этой групп, окажутся ненужными. Оты- 
скивая методъ, даюпий веевовы аа числа, мы 
должны въ частности слЪдить за \Ъмъ, чтобы воз- 
можно позже возвратиться н5>мачальной групиЪ 
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а, 0, 0. Можно найти нЪсколько методовъ, удовле- 
творяющихъ этому условшо. Одинъ изъ нихъ содер- 
жится въ слЪздующихъ правилахъ: „Переливаютъ 
жидкость изъ сосуда А въ сосудъ С до наполнен1я 
послЪдняго и потомъ переливають содержимое со- 
суда С въ В, затЪмъ снова льютъ изъ А въ С до 
наполнен1я послфдняго, и опять переливаютъ со- 
держимое сосуда С въ В. Въ такомъ порядкЪ нужно 
продолжать переливаня до тЪхъ поръ, пока сосудъ 
В не будеть совершенно полонъ. ЗатЪмъ перели- 
ваютъ содержимое сосуда В въ сосудъ А, и, если 
въ сосуд С былъ еще остатокъ, то переливаютъ 
его въ В. Постоянно продолжая такимъ же обра- 
зомъ далЪе, мы, въ конц концовъ, вернемся къ 
первоначальной группЪ, получивъ попутно всЪ чи- 
сла литровъ, каюмя возможны. Спрашивается, однако, 
всегда ли будеть въ сосудЪ А столько жидкости, 
чтобы можно было совершенно наполнить сосудъ С. 
Сосудъ А будеть содержать наименьшее количество 
жидкости тогда, когда въ сосудЪ В будеть Б ли- 
тровъ. Но тогда придется сдЪлать переливан1е изъ 
сосуда В въ сосудь А. Если же въ сосуд В нахожу 
дится Б—| литровъ, а въ сосудЪ С совемъ ово 
нЪтъ жидкости, то спрашивается, будетъь ли. ее въ 
сосудЪ А достаточно жидкости, чтобы мое” было 
совершенно наполнить сосудъ С. Такъ\Закъ всего 
имЪется а литровъ жидкости, то 3^этомъ слу- 


ча въ сосудЪ А должно нахожився а— 1 
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литровъ. Это число должно быть не меньше числа 
с, т. е., пользуясь языкомъ ариеметическихъ знако- 
положен, должно быть: 

а = Ре— 1. 

Если это услове выполняется, то при помощи 
нашего способа мы получимъ въ сосудЪ В веЪ чп- 
сла оть 1 до 5.7) Лишь въ томъ случаЪ, когда 
числа ЬБ и с имЪфють общаго дЪлителя, отличнаго 
оть единицы, нельзя получить воЪхъ чиселъ, а 
лишь ТЪ, конечно, которыя также имЪютъ этого дЪ- 
лителя. Итакъ, до сихъ поръ мы нашли два условя; 
во-первыхъ, числа Ь и с не должны имЪть общаго 
дЪлителя, отличнаго отъ единицы, и, во-вторыхъ, 
ъисло а должно быть не меньше, чмь Бе — 1. 
Этимъ услошямъ удовлетворяютъ веЪ семь нижеслЪ- 
дующихъ примЪровъ. Разематривая ихъ, слБдуеть 
замЪфтить, что, когда въ сосудЪ С совсЪмъ нЪть жид- 
кости, а въ сосудЪ В находятся у литровъ, то въ со- 
судЪ А должны содержаться а — у литровъ, такъ что 
въ сосудЪ А должны встрЪчаться всЪ числа, пре- 
восходяппя число Ь, если только а —Б = - 1, т. е. 
если а = 2Ъ-|-1. Но, если это третье услове че’вы- 
полнено, такъ что а больше удвоеннаго сила Ь, 
увеличеннаго на 1, то въ А естественнолж® встрЪча- 
ются числа, которыя больше, чВмъ Брно меньше, 
чЪмъ а—. Все это относится къ смунаю, когда с0- 
судь С пусть. Но пустой сосудв С можно на- 
полнить жидкостью изъ сосуза А, откуда выте- 
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каетъ, что нзкоторыя числа не будутъ ветрЪчаться 
тогда только, когда а—Ь — с =Ь--1, т. е. когда 
а =2Ь--с--1. Такимъ образомъ, мы нашли сл%- 
дуюпий результатъ: 

Вышеизложенный методъ наполнен1я даетъ веЪ 
чиела отъ [| до а если Б и с не имЪютъ общаго 
дфлителя, отличнаго отъ единицы, и если, кромЪ 
того, выполняются услоя, выраженныя слЪдую- 
щими неравенствами: 


БН оС 


Во воЪхь семи нижеслВдующихь примФрахъ чи- 
сла.Ъ и с не имЪють общаго дЪлителя, отлична- 
го оть единицы, и всеЪ они удовлетворяютъ также 
условю Б-- с —1 = а. Что касается третьяго усло- 
ыя а = 2 с--1, то оно выполняется лишь въ 
примБрахъ №. 1, 2, Зи 4, но не въ примЪрахъ 
№. 5, 6 п 7. Поэтому въ этихъ посл днихъ при- 
мЪрахъ пЪкоторыя числа не могуть ветрЪчаться. 
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Изъ прилагаемыхъ таблицъ видно, что въ 
М№.М№ 0. 1, 2, Зи 4 подъ буквой В ветр№чаются воЪ чи- 
сла оть 1 до Ь, а подъ буквой А вс числа отъь 
Ь -- 1 до а; напротивъ, въ № №.№. 5, би 7 мы не ветр*- 
чаемъ тЪхъ чиселъ, которыя превышаютъ чиело Б, 
будучи менфе числа а —Б —с. Если въ каждомъ 
изъ трехъ послЪднихъ примЪровъ вставимъ передъ 
самымъ концомъ то переливане, послЪ котораго со- 
суды В и С будуть одновременно совершенно ‚„на- 
полнены, то эти прим$ры будуть содержал®)“ СЪ 
числа, какмя только въ разсматриваемыхъ олучаяхтъ 
возможны. © 

Такъ, въ №. 7 подъ буквой В в Бчаются воЪ 
числа отъ 1 до 12, подъ буквой А\\ОВСь числа оть 
31 —12 —5 = 14 до 81, такъь ао недостижимымь 
оказывается лишь чиело 13. Вели мы внимательно 


разсмотримъ этотъ методъ переливашя, то увидимт, 
что подъ буквой В, помимо нЪсколько разъ повто- 
ряющихся чиселъ 0 и Б, паходятся по порядку числа, 
кратныя ©, начиная отъ 1 Же до БХс, уменьшен- 
ныя всяюй разъ па Б, т. е. мы находимъ здЪеь 
наименьш1е остаткп отъ дЪлен1я х.с па 
Ь, гдЪ х принимаетт, значения отъ 1 до ЬБ, 
Такимть образомъ, въ №. 3, гдЪ с =17, Б = 17, ука- 
занныя числа суть слЪдуюпля: 
119, 4, 11, И о 133 10 
Намъ остается раземотрЪть случай, который 
мы исключили въ предыдущихъ примЪрахъ, а 
именно, когда ах Бе —1. Въ этомъ случаЪ подь 
буквой В не могутьъ получиться веЪ числа отъ 1 
до Ь. Ве же тЪ чиела, камя можно получить для 
сосуда В, мы найдемъ и въ. этомъ случаЪ, примЪняя 
вышеописанный методъ и продолжая его прим нс- 
н1е до тъхъ поръ, пока не натолкнемся па число, 
превышающее а -— с.. ВеЪ друмя числа, камя еще 
можно получить, будуть имфть мЪето подъ ео 
А, когда мы будемъ вычитывать изъ & числа, по 
лученныя подтъ буквой .В, и когда мы ыы 
содержимымт сосуда А оба другихъ соси. На- 
примфръ, если а = 20, Ь = 13, с =9, то ниело а, 
все же меньше числа Б-- е—1, хоз\\\ на одну 
лишь единицу. СлЪдуя пашему мезоду, мы. полу- 
чимъ подъ буквой В, кромЪ 0 и 38; числа, кратныя 


м 


левяти, уменьшенныя столько разъ на 13, сколько 
это возможно, т. е. числа 


9, 5, 1, 10, 6 % 11730 


Но уже здЪсь на числЪ 12 рядъ обрывается: хотя 
слЪдующше два числа 8 и 4 ариеметически возможны, 
но при переливан1и эти числа не могуть имЪть 
мЪста подъ буквой В; дЪйствительно, когда въ со- 
судЪ В находится 12 литровъ, а сосудъ С остается 
пустымъ, то въ сосудЪ А можеть быть всего лишь 
8 литровъ, а это количество недостаточно для на- 
полнен1я сосуда С. ТЪмъ не менЪе, числа 8 и 4 
все же получаются, но не подъ буквой В, а подъ 
буквой А, а именно въ видЪ разностей 920 — 12 
20 —9 —7, потому что подъ буквой А должны 
встрЪчаться всЪ тТЪ числа, которыя получают- 
ся при вычитан1и чиселъь предыдущаго ряда изъ 
20 или изъ 20 —9. Такимъ же образомъ получатся 
и всЪ числа между 20 и 13, за исключеютемъ числа 
16, котораго здЪсь никоимъ образвомъ нельзя по- 
лучить. ис 
Возьмемъ другой примЪръ, когда а = 16, ‚= | 
и с=7. ЗдЪеь подъ буквой В мы вотрьчдемь, по- 
мимо чиселъ 0 и 12, только числа ФТ, 259, 4 и 11, 
подъ буквой А, помимо 0 и 16, чиоая 16—7=9, 
16 —2= 14, 16 —9=7, 16—4=1%. и 16—11=5 
а также числа 16—7—7 =. ВЕ А 1, 
а О и 16 —7—4 =: `Подъ буквой С 


И, И 


мы, кромЪ 0 и 7, встрЪтимъ лишь числа 2.7 — 18 =2 
4.1—2.12 =4, и такимъ образомъ оказывается не- 
возможнымъ получить числа 1, 3, 6, 8, 10, 13 и 15. 


Теперь является вопросъ, нЪть ли другихъ 
методовъ переливаня, которые приводятъ и къ та- 
кимъ числамъ, какихъ нельзя получить, слЪдуя 
предыдущему методу. 

Ближайшее изелЪдован1е показываетъ, что 
дЪйствительно существуеть еще одинъ методъ, но 
онъ даетъ лишь ТЪ же результаты, къ которымъ 
приводить первый методъ; въ частности оказыва- 
ется, что достижимыя и недостижимыя числа одни 
и ТЪ же при обоихъ методахъ, съ тою лишь разни- 
цей, что достижимыя числа здЪсь появляются въ 
обратномъ порядкЪ. При этомъ оказывается еще, 
что и во второмъ методЪ услое возможности по- 
лучення всЪхъ чиселъ отъ 1 до а выражается та- 
кими же неравенствами 


+ е—1=а=аЬ-с- 1, 
какъ и въ первомъ методЪ. Этотъ второй методе” 
состоить въ слфдующемъ: а 


Переливаемъ жидкость изъ сосуда А въ абеуль 
В до наполнешя его, затВмъ изъ сосуда В `Мерели- 
ваемъ жидкость въ сосудъ С до напоященя и со- 
держимое наполненнаго сосуда С передиваемъ въ А; 
затёмъ вновь наполняемъ сосудъ С-и8ъ’ В, перелива- 
емъ потомъ содержимое сосуда С в А, и вь такомъ 


НЧ” М 


порядкЪ мы повторяемъ переливан1я до тЪхъ поръ, 
пока содержимаго сосуда В уже будетъ недостаточно 
для совершеннаго наполненля сосуда С. "Гогда мы 
все-таки переливаемъ этоть остатокъ изъ сосуда В 
въ С,›такъ что сосудъ В опорожнитея. Зат$мъ мы 
вновь наполняемъ до краевъ сосудъ В жидкостью 
пзЕ А и повторяемъ только-что описанный про- 
цессъ, пока количество жидкости, оставшееся въ со- 
судЪ В, опять станеть меньше, чЪмъ можеть вмЪщать 
сосудъ С. Тогда мы снова переливаемъ этотъ оста- 
токъ въ С, опорожненный сосудъ В наполняемъ 
жидкостью изъ А и наливаемъ полностью сосудъ С 
жидкостью изъ В и т. д. Пояснимъ это елЗдую- 
шимъ примЪромъ: 


— 77 — 
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Мы замЪчаемъ, что въ томъ случа, когда 
число а уловлетворяеть условному неравенству, 
группы трехь получающихся чисель слЪдують 
другъ за другомъ въ порядкЪ, какъ разъ обратномъ 
тому, какой имЪетъ мЪсто при первомъ методз. 
Если же указанное условное неравенство не выпол- 
няется, то мы встрЪтимся съ тЪмъ случаемъ, когда 
въ сосудЪ А будеть недостаточно жидкости для 
совершеннаго наполнен1я сосуда В. Въ этомъ случаЪ 
мы должны наполнить, пасколько возможно, сосудъ 
В и продолжать переливанте согласно нашему ме- 
тоду. Вт результатЪ, однако, окажется, что н%Ъкото- 
рыхъ чиселъ невозможно будетъь получить: ато тъ 
же самыя числа, каяя должны были выпасть и при 
первомъ методЪ. Чтобы пояснить это, разработаемъ 
одинъ и тоть же примЪръ при помощи обоихъ ме- 
толюве. ИБть будеть а-— 16, 5 = № 6 = 


Первый методъ. Второй методъ. 


^^ 


а а ла а а до 


а. И 


Мы рвидимт, что при примЪнен1и того п дру- 
гого метода выпадаютъ числа: 1, 3, 6, 8, 10, 13 и 15; 
всЪ же п] оч1я числа отъ 1 до 16 получаются. 


87. 


Повфрка при помощи девятки и фокусы 
съ девятной. 


При дЪлен всякаго числа на 9 получается 
такой же остатокъ, какъ и при дЪленш на 9 суммы 
цифръ этого числа. Это происходитъ отъ того, что 
основан1е десять нашей системы счисленя, а слЪ- 
довательно, и степени его — какъ-то: сто, тысяча п 
т. д.д—_ при дЪлеши на девять даютъь въ остаткЪ 1. 
ДЪйствительно, если число содержить а единицъ, 
Ь десятковъ, с сотенъ, 4 тысячъ и т. д., то его мож- 
но написать слЪдующимъ образомъ: 


в т06_ 100е 1 ТОО 


и эту сумму можно представить въ видЪ суммы 
двухЪ слагаемыхъ, изъ коихъ одно есть 


а--Ь--е--а-..., 
т. е. сумма цифръ даннаго числа, а другое равно 
ЭБ-- 99 с + 999а--..., и, слЪдовательно,.. Жлится 
@Ф\.4 


на девять безъ остатка. 'Гакъ какъ это рое сла- 
гаемое при д$ленш на девять не дае чь ооталка, то 
остатокъ, который получается пел вленйи на % 
числа а -- 105 100 с - 1000а-{ >, долженъ быть 
равенъ остатку, который получитвя при дЪълевни на 


В 


девять суммы а 6+ е {+ 9--... Пользуясь этимъ 
правиломъ, мы можемъ очень быстро находить оста- 
токъ отъ дЪлен1я на девять даже много- 
значныхъ чиселъ. Нужно лишь складывать подрялть 
цифры, и всяк разъ, когда мы при этомъ еложе- 
ни будемъ получать двузначную сумму, нужно 
опять брать сумму ея цифръ. СлЗдующ примЪръ 
пояснить намт, сказанное. 

Предположимъ, что нужно опредЪлить оста- 
токъ отьъ дфлен1я на девять числа 74056892. Мы 
вычисляемъ его слЗдующимть образомъ: 7-4 = 
т. е. 1-21 =:2; 8-0 = 2-5 =7; 7-- 6=13, т.с 
113 =4; 4-8 = 12, т. е 1-2=3; 32 = 
Цифру 9 мы въ этомъ сложения могли пропустить. 
Такимъ образомъ, искомый остатокъ равенъ 5. При 
нЪкоторомъ навыкЪ можно такимъ путемъ найти 
остатокъ оть дЪлен1я какого-нибудь числа на де- 
вять гораздо скорЪе, ч$мъ путемъ дЪйствительнаго 
дЪлен1я числа на девять. 


На опредЪлен1и остатка отъ дЪленля на девять 
основана такъ называемая повЪрка при по- 
мощи девятки. Въ прежше вЪка эта повЪркау 
постоянно примЪнялась къ первымъ четыремъ 2ФА- 
стыямъ; теперь она совершенно забыта, тако о Вть 
учителя народныхъ школъ не научалюотс ‘уе въ 
своихъ семинарляхъ, что очень достойно сожа- 
лЪня въ виду ТЪхь выгодныхь сторонъ) которыми 


отличается эта повЪрка. Она заклюа6уся въ томъ, 
У 


— 89 — 


что вычислен1я производятся не только съ задан- 
ными числами, но попутно также и съ остатками 
оть дЪфлен1я ихъ на девять. Тогда результатъ, по- 
лученный отъ производства дЪйствЙ надъ самими 
числами, и результать тЪхъ же дЪйствй, совершен- 
ныхъ надъ соотвЪтственными остатками, должны 
при дЪлен1и на девять давать одинъ и тоть же 
остатокъ. Въ случаЪ разногламя заключаемъ, что 
въ вычислении сдЪлана ошибка. Правильность этой 
повфрки при помощи девятки доказывается слЪдую- 
щимъ образомъ. Если число п при дЪленш па де- 
вять даетъ остатокъ г, то мы можемъ положить 


п = Эа- г. 


Если второе число п’ длаеть при дЪленш на де- 
вять остатокъ г, то имфемъ еще: 

= 9а г. 
Но почленное сложен1е, вычитане и умножеше 
обоихъ равенствъ всегда даеть въ правой части 
сумму, первое слагаемое которой дЪлится безъ 
остатка на 9 и второе слагаемое ноте Е 
ственно равно одному изъ чиселъь гг, г гАи г.г. 
Этимъ мы доказали правильность повфрий яеъ по- 
мощью девятки первыхъ трехъ основныхьдЪйствий. 
Какъ слЪдуетъь дЪлать эту повЪрку ри дЪленйи, 
покажеть слЪдующ примЪръ. Прабйоложимъ, что 
пужно раздЪлить 1048576 на 8.592. Мы получимъ 
128 и желаемъ подтвердить тв результатъ по- 


_— ое. 


вЪркой съ помощью девятки. При дЪлевни на 9 число 
1048576 даетъ въ остаткЗ 4, число 8192—остатокъ 2; 
4:2 =2; слЪдовательно, оэтатокъ отъ дЪленля 128 на 
9 долженъ быть 9: такъ и есть въ дЪйствительности. 
При этомъ можетъ случиться, что остатки не будуть 
дфлиться другъ на друга. Тогда къ дфлимому сл%- 
дуетъ прибавлять 9 столько разъ, сколько нужно для 
того, чтобы получить сумму, которая дЪлится нацЪло 
на остатокъ, полученный при дЪлен1и дЪлителя на 9. 
Пусть, напримЪръ, дЪлимое равно 18172134, а дЪли- 
тель пусть будетъ 473. СоотвЪтственные остатки отъ 
дЪленя на 9 равны 8 и 5. 'Такъ какъ 8 не дЪлится 
на 5, то будемъ прибавлять къ 8 число 9 столько 
разъ, сколько нужно для полученя числа, которое 
дЪлится на 5. Мы находимъ посл довательно числа 
17, 26, 35. Число 35 дЪлится на 5. Частное равно 7. 
СлЪдовательно, частное отъ дЪлен!1я 1872134 на 473 
должно при дЪлени на 9 давать въ остаткЪ 7. Такъ 
какъ это частное равно 3958, а остатокъ отъ дзле- 
ня этого числа на 9 равенъ 7, то повЪрка девят- 
кой подтверждаеть правильность дЪлен1я. Эта, ие, 
вЪрка оказывается особенно полезной при умно: и” 


ни многозначныхъ чиселъ. © 
&’ 
® А 
На пользован1и остатками оть дЪленйе на 9 
основано НЪеколько фокусовъ, изъ кото ъ наи- 


болЪе поразительный состоить въ ©Фдующемъ. 
Мы предлагаемъ кому-нибудь написвяфкакое-угодно 
многозначное число. Подъ этимъ ломъ мы про- 


ие. 


симъ подписать число, состоящее изъ тЪхъ же са- 
мыхъ цифръ, но написанныхъ въ другомъ какомъ- 
нибудь совершенно произвольномъ порядкЪ. ЗатЪмъ 
мы просимъ вычесть меньшее число изъ ббльшаго 
и въ полученной разности зачеркнуть совершенно 
произвольную цифру, лишь бы не равную нулю *). 
Мы просимъ написать вторично полученное послЪ 
вычеркиван1я многозначное число и показать намъ 
его. Тогда, не имЪя никакого понятля о первона- 
чально написанномъ числЪ, мы можемъ съ помощью 
послЪдняго числа опредЪлить, какая цифра была 
вычеркнута. Когда намъ покажутъ число, нужно 
лишь найти остатокъ отъ дЪлемя его на 9 и 
вычесть этотъ остатокъ изь 9. Въ результатЪ мы 
непремЪнно получимъ вычеркнутую цифру. Предпо- 
ложимъ, напримЪръ, что первоначально было напи- 
сано число 


4735892006. 


Подъ нимъ написали, положимъ, чиело 


2004589 613. 


Разность этихъ двухъ чиселъ равна Е ® 
| с? 
2131302338. ке 


*) При желани мы можемъ предложит сперва помно- 
жить полученную разность на совери но произвольное 


число и затмъ въ полученномъ зведенми вычеркнуть 
произвольную цифру. ^СУ 
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Предположимъ далВе, что вычеркнутая цифра была 
1. Тогда показанное число будеть слЗдующее: 


273 302 333. 


Остатокъ отъ дЪлен1я его на 9 равенъ 8. Такимъ об- 
разомъ, вычеркнутая цифра есть 9—8 =1. Чтобы 
понять, почему это такъ, мы должны принять во 
вниман1е, что уменьшаемое и вычитаемое въ про- 
цессЪ вычитан1я состоять изъ одинаковыхъь цифръ 
и, стало быть, имЪютъ одинаковую сумму цифръ; 
поэтому при дЪленйи на девять они дають одинъ и 
тоть же остатокъ. Разность, слЪдовательно, есть 
число, кратное девяти; поэтому сумма вычеркнутой 
цифры и остатка отъ дЪлен1я на 9 числа, полу- 
ченнаго послЪ вычеркиван1я, должна быть равна 
9. Чтобы найти вычеркнутую цифру, нужно, селЪло- 
вательно, вычесть изъ девяти остатокъ оть дЪленля 
на 9 показаннаго числа. 


8 3. 
Фокусы съ костями. 


Задача объ угадыванш чиселъ, выпавшихъ на 
пгральныхъ костяхъ, относится къ группЪ тЪхъ за- 
дачъ, которыя мы разобрали въ 8 1, если только 
при рЪшен1и ея мы принимаемъ во вниман1е исклю- 
чительно ариеметическя дЪйствя, а не особенное 
свойство игральной кости. Кости въ томъ видЪ, ка- 
кой придають имъ уже въ течене н%сколькихъ 
столЪтШ, имЗютъ шесть граней; на нихъ нанесены 
шесть чиселъ, оть 1 до 6, предетавленныхъ соот- 
вЪтствующимъ числомъ точекъ, но непремВнно та- 
кимъ образомъ, что два числа, составляющихъь въ 
суммЪ 7, находятся на двухъ противоположныхъ, 
т. е. параллельныхъ другъ другу, граняхъ кости. 
Такимъ образомъ, если въ какой-нибудь костиу,чис- 
ло & находится сверху, то, перевернувъ кость, мы 
увидимъ сверху число 7— а. На этомъ ©©ббенномъ 
свойствЪ костей основано множество ‚Фовусовт; мы 
остановимся лишь на двухъ и: ить, отличаю- 
щихся различной природой. № 

1. Чтобы угадать, какмя дв, числа выпали на 
двухь брошенныхъ костяхъ, ты просимъ перевер- 
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нуть первую кость и сообщить намъ, какая тогда 
получается сумма очковъ. Затмъ мы просимъ пе- 
ревернуть и вторую кость, и опять сообщить намъ 
полученную затЪмъ сумму очковъ. Оба сообщенныхъ 
намъ числа мы складываемъ, вычитываемъ сумму 
изъ 21 и дЪлимъ остатокъ пополамъ. Тогда мы по- 
лучимъ первое изъ двухъ чиселъ, которыя мы 
должны были угадать. ДалЪе, мы прибавляемъ 7 
къ первому названному намъ числу и изъ полу 
ченной суммы вычитываемъ второе названное намъ 
число. Половина остатка представитт намъ второе 
пзъ двухъ чиселъ, которыя мы должны были уга- 
дать 8). НапримЪ5ръ, предположимъ, что кости упали 


такъ: 


Когда первая кость будеть перевернута, то сумма 
очковъ окажется 2-- 4 = 6. Когда затЪмъ перевернуть 
вторую кость, то сумма очковъ будеть 2-+3=5. 
Сообщенныя памъ числа 6 и 5 мы складываемъ и 
въ суммЪ получаемъ 11; 21 —11 = 10; половина де» 
сяти равна 5, т. е. числу очковъ, выпавшихъ. @в 
первой кости. Дал%е, 6--7=13; 183—5=8; 09%0- 
вина восьми, т. е. 4, предетавитъ намъ чиояо оч- 
ковъ, выпавшихъ на второй кости. < 


2. Чтобы отгадать числа очковъ: выпавших 
одновременно на трехъ брошенны® жостяхъ, мы 
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просимъ поставить три кости рядомъ другъ съ дру- 
гомъ, а за ними въ одну съ ними линмю еще три 
кости, которыя показывали бы такмя же числа оч- 
ковъ и въ такомъ же порядкЪ, какъ и первыя три. 
ЗатЪмъ мы предлагаемъ перевернуть приставленныя 
три кости, такъ что изъ чиселъ на 6 костяхъ соста- 
вится шестизначное число. Мы просимъ раздЪлить 
это шестизначное число на 37, а зат$мъ полученное 
частное вновь раздЪлить па 3. Эти дЪлен1я должны 
совершаться нацЪло. Въ результатЪ дЪленя на 3 
получится четырехзначное число, которое мы про- 
спмъ сообщить намъ Мы вычитываемъ изъ него 7 
п дЪълимь остатокъ на 9. Въ частномъ получится 
трехзначное число: три цифры его представятъ намтъ 
три выпавпия числа очковъ, которыя мы взялись 
угалать. Допустимъ, что брошенныя кости векры- 
лись слфдлующимъ образомъ: 


ПоелЪ того, какъ вы поставите еще три кости, кото- 
рыя показываютъ такля же числа очковъ, 40’ эти 
7 
кости перевернете, вы получите о. 
> 


( 


На этихьъ шести костяхьСфедставлено число 
№ . С 2 
263514. ДЪленле послфдняго фа 37 даетъ въ част- 


вс, 8 


номъ 7122; это число при дВлеши па 3 даетъ въ 
частномъ 2874. Это послЪднее число вы сообщаете 
лицу, желающему отгадать выпавипя числа очковъ. 
Отгадываюпий долженъ вычесть изъ названнаго 
числа 7 и полученное число раздЪлить на 9. Та- 
кимъ образомъ онъ получить сперва 2367, а зат мъ 
263, и выпавпая числа очковъ равны соотвЪтственно 
2, 6 и 3. Изъ послЪдующаго ясно, почему этоть 
способъ всегда приводить къ цЪли. Обозначимъ 
трехзначное число, представленное тремя выпавши- 
ми группами очковъ, буквой а; тогда за нимъ бу- 
деть стоять число 777 — а и такимъ образомъ по- 
лучится шестизначное число 


1000 а- (777 —а). 
Но послЗднее число равно 999 а-- 777. Частное 
оть дЪленя этого числа на 37 равно 


217а-- 21. 


Поэтому дЪлене на 3 даетъ число 9а--7; поелЪд- 
нее сообщается отгадывающему. Вычитая изъ паз- 
ваннаго числа 7, онъ получить 9а; дЪлене этого 
числа на 9 даетъ искомое число а. 


- 0. 
Цпи домино. 


На каждомъ кампЪ игры въ домино изобра- 
жены два чиела при помощи точекъ, т. е. натураль- 
нымъ способомъ начертан1я, при чемъ принято во 
вниман1е и число нуль, которое отмЪчается пустымъ 
мЪетомъ. Такимъ образомъ, въ правильномъ домино 
имЪются всевозможныя парныя соединен1я чиселъ 
оть 0 до п; среди этихъ соединенй должны быть 
также п-|+-1 паръ двухъ равныхъ чиселъ: послЪдня 
пары называются дублетами. Поэтому полное домино 
должно содержать 1(п-1)(п--2) камней. Теорля 
соединенй даетъ также формулу суммы веЪхъ 
очковъ на всЪхь камняхъ домино: она равна 
10 (и 1) (1+ 2)*). Въ играхъ, которыя встр чаются 
въ продажЪ, п равно одному какому-нибудь изъ 
слЪдующихь чиселъ: 6, 7, 8 и 9. Такъ какъ каждый 
камень домино представляетъ опредфленное число, 
выраженное суммой находящихея на нему’ очковъ, 


*) ДЪйствительно, каждое число абы дважды 
на дублетЪ и, кромЪ того, еще -п рая е. всего (п -{ 2) 
раза. ДалЪе, сумма всЪхъ чиселъ отъ\@’до п включительно 
равна 1п(п | 1). НИ и сумма очковъ 
равна + п (п -! 1) (п - 2). 
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то изъ этихъ камней можно поэтому составлять ма- 
гичеесме квадраты (ср. соотвЪтственный отдлъ 
этой книги). О подобныхъ' { соединетяхъ ‚камней 
домино мы здЪсь не будемъ говорить, такъ какъ 
они не имЗютъ никакого отношен1я къ сущности 
самой игры въ домино. Столь же мало общаго 
имфютъ съ характеромъ этой игры и тЪ фокусы, 
которые можно продЪлать согласно указанямъ 8 5, 
замЪнивши въ немъ карты камнями домино. Глав- 
ное правило игры въ домино заключается въ со- 
ставлени цЪфпи изъ камней непремЪнно такимъ об- 
разомъ, чтобы на приложенныхъ другъ къ другу 
концахъ камней были изображены одинаковыя чи- 
сла. Если числа на камняхъ изображены не съ по- 
ааа палача 

мощью точекъ, но, какъ мы здЪсь будемъ дЪлаль, 
посредствомъ обыкновенныхъ цифръ, то такая цЪпь 
иметь примЪрно слЪдуюпий видъ: 
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Если такая цЪпь домино оканчивается тЪмъ 
же числомъ, которымъ она начинается, такъ что ее 
можно расположить въ форм сомкнутой линия, 
то цЪпь называется замкнутой. Такъ какъ вея- 
кая цЪъпь состоитъ изъ паръ равныхъ другъ. другу 
смежныхъ чиселъ, то, за исключенемъ начальнаго 
и конечнаго чиселъ, всякое число повторяется здЪеь 
четное число разъ; въ замкнутой же цЪпи всякое 
число повторяется четное число разъ. Поэтому по- 
средствомъ домино, камни котораго содержать пары 
чиселъ отъ 0 до п, можно составить замкнутую цЪпь 
изъ всЪхъ камней въ томъ случа, когда каждое 
число встрЪчается четное число разъ, т. е. когда 
п--2 есть четное число 9); слЪдовательно, п должно 
быть четнымъ числомъ, напримЪръ, 6 или 8. Если 
же п, а, слЗдовательно, и п-+- 2, есть нечетное число, 
то изъ веЪхъ камней можно составить 1(п-- 1) не- 
замкнутыхъ цЪпей, при чемъ и отдЪльно взятый 
камень, если онъ не дублетъ, нужно разематривать, 
какъ незамкнутую цЪ%пь. При этомъ можно устроить 
такъ, чтобы всЪ цЪпи, за исключенемъ одной, со- 
стояли каждая изъ одного лишь камня. Поэтому 
изъ всЪхъ камней можно получить одну нефЗкау. 
тую цЪпь и (+) —1, т. е. т (и — —?отдьль- 
ныхъ камней. Итакъ, когда п есть нзаефное число, 
то наибольшее число камней въ пебамкнутой ции 
равно разности между  чиело; >” веъхь камней 


1 (п-т) (п--2) п чиеломъ пиры. - м ), т. е. оно равно 
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Если же п есть число четное, то изъ веЪхъ кам- 
ней можно получить одну цЪпь. Въ замкнутой цЪпи, 
содержащей всЪ камни, за исключенемъь п 1 ду- 
блетовъ, каждый дублеть можетъ быть помфщенъ въ 
1п м5Ъетахъ. Поэтому число веЪхъ возможныхъ цЪ- 
пей, содержащихъ каждая всЪ 1(п-- 1) (п-|- 2) кам- 
ней, въ (1п)ИТ! разъ превышаеть число воЪхъ 
замкнутыхъ цфпей, которыя можно составить изъ 
1п(п--1) камней, среди которыхъ нЪтъ дублетовь. 
Г. Люка ([лса$) въ своей книгЪ „ЕКв6сгваНопз“ приво- 
дить величину послЪдняго числа, когда п равно 4: 
оно равно 63360; въ случа же п=б это чиело, по 
вычислен1ю г. Рейса (Ке!5$) изъ Франкфурта-на- 
МайнЪ, равно 129 миллюнамъ и 976320 (въ АпаН 41 
Маетайса рига е4 аррИсафа 1871). 

То обстоятельство, что при четномъ п можно 
изъ веЪхъ 1(п-1)(п--2) камней составить одну 
замкнутую цЪпь, даетъ поводъ къ одному поразп- 
тельному обману: если мы незамЪтно удалимъ изъ 
домино одинъ камень, не принадлежаций къ числу 
дублетовъ, то всЪ прозе камни, какъ бы мы ихъ 
ни располагали по правилу игры, всегда должны 
составлять одну незамкнутую цЪпь, въ которой ско 
нечнымъ и начальнымъ числомъ являются «ела, 
изображенныя на тайно удаленномъ камнЪ„.“ФЗакимъ 
образомъ, мы въ состоянии напередъ сказать тому, 
кто составляеть цЪпь, что, если он\\начпетт, чи- 
сломъ а, то, какъ бы онт, ни расяффагалт, камни, 

к 
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онъ непремфнно кончитъ числомъ Ь, при чемъ а п 
Ь — числа тайкомъ удаленнаго камня. Этотъ фокусъ 
можно обставить еще и сл6дующимъ образомъ: мы 
предлагаемъ тому, кто собирается составить ЦЪпЬ, 
сказать намъ, какими числами онъ желалъ бы на- 
чать и кончить цЪпь и сколько камней онъ же- 
лалъ бы употребить. Тогда мы удаляемъ таве кам- 
ни, изъ которыхъ можно было бы составить незам- 
кнутую цЪпь, имВющую въ своемъ началЪ и концЪ 
ТЪ же числа, кая нашъ партнеръ желаеть имЪть 
въ началЪ и концЪ своей цЪпи. Предположимъ, на- 
примЪръ, что въ данномъ домино п=6 и число 
всЪхъ камней равно, слЗдовательно, 28; если жела- 
тельно составить изъ 23 камней цЪпь, которая на- 
чинается съ 4, а кончается числомъ 5, то мы должны 
убрать 5 камней, образующихъ цЪпь съ чиелами 
4 и 5 на концахъ,—напримЪръ, слЪдующие камни: 


Когда мы удалимъ эти 5 камней, то изъ про- 
чихъ 23 камней можно будеть различнымъь «офра- 
зомъ сложить одну единственную цЪпь, и 8 кон- 
цахъ ея всегда будуть числа 4 и 5. с 

Если же п есть число нечетное, то м бдолакны не- 
замЪтно убрать по крайней м5рЪ + (пл =) камней для 
того, чтобы изъ прочихъ камней моз\йо В составить 
цЪпь съ предписанными числа на концахъ; прп 
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этомъ тЪ 1(п-—-1) камней, которые нужно удалить, 
должны содержать всЪ числа отъ 0 до п за иеклю- 
ченлемъ тЪхъ двухъ чиселъ, которыя намЪчены для 
начала и конца цЪпи. Если, напримЪръ, домино ео- 
стоить изъ 55 камней (случай, когда п = 9), п намъ 
предлагают составить пЪаь, которая начинается чис- 
ломъ 8 и кончается числомъ 7, то мы должны уда- 
лить, наприм$ръ, слЪдуюпие камни: 


Понятно, что мы можемъ убрать и бобльшее число 
камней; напримЪръ, результатъ будеть одинъ и 


тоть же, уберемъ ли мы одинъ камень - 


или же уберемъ вмЪето одного этого оба слЪдую- 
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Представлен!е всЪфхъ чиселъ въ видЪ 
суммъ степеней числа 2. 


Только благодаря тому обстоятельству, что ру- 
ка наша имЪетъ пять пальцевъ, число десять, 
т. е. число пальцевь на обЪихъ рукахъ, у воЪхъ. 
почти народовъ легло въ основане системы какъ 
словесныхъ, такъ и письменныхъ числовыхъ зна- 
ковъ. Однако, аналогично нашей нумералии, въ ко- 
торой значен1е цифры завиептъ оть ея мЪета, мож- 
но построить систему счисленя при какомъ угодно 
другомъ основаяти, понятно, не равномъ единицЪ. 
Итакъ, наименьшее число, которое можеть служить 
основантемъ, равво двумъ. Подобно тому, какъ въ. 
десятичной системЪ мы, кромЪ 0, имЪемъ еще де- 
вять цифръ, такъ и въ двоичной системЪ мы, кро- 
мЪ 0, имЪемъ еще одну лишь цифру, а именно 1; 
смотря по тому, занимаетъ ли эта 1 первое мЪето 
справа, или второе, или третье мЪето н т. У она 
должна считаться за |, за 2!, за 2? и т. д. Иоэтому 
въ двоичной системЪ каждое число преЗетавляетея 
въ вид суммы степеней числа два. Ракъ, папри- 
мЪръ, 111 = #21 2? —= 7; даль © 

1010011 = ПР - 
== 688 
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1110100 = 22 24 {25 56 
= 4-- 16 32 -- 64 = 116. 

Обратно, если мы желаемъ представить по дво- 
ичной системЪ число, написанное по десятичной, 
то мы вычитываемъ изъ него наибольшую степень 
числа 2, какую только можно вычееть изъ него, та- 
кимъ же образомъ поступаемъ съ полученнымъ 
остаткомъ и продолжаемъ такъ до тъхъ поръ, пока 
не дойдемъ до остатка О или 1. Каждая степень 
двухъ, которую можно вычесть, изображается че- 
резъ 1, а на мЪето всякой недостающей степени пи- 
шется 0. НапримЪръ, если мы желаемъ изобразить 
по двоичной системЪ 1897 г., то прежде всего мы 
должны замЪтить, что высшая степень числа 2, ка- 
кая содержится въ 1897, равна 20 =1024. Остатокъ 
1897 — 1024 = 873 содержитъ 23 = 519; остатокъ 
873 —512 = 361 содержить 28=256.  Остатокъ 
361 — 256 = 105 не содержитъ степени 27, но со- 
держитъ 26 = 64. Остатокь 105 — 64 = 41 заключа- 
еть въ себЪ степень 2? = 32 Вьъь остаткВ 41—32 =9 
не содержится степени 2“, но въ немъ, конечно, за- 
ключается степень 23 = 8. Остатокъ 9 — 8 = 1, такъ.5, 
что мы не находимъ здЪеь второй и первой степе- 


ней числа 2. Поэтому © 
1897 = 11101101001. < 


На изображенпи чиселъ посредствомъ. Тепеней 
числа два основано множество фокусовъ; ц$которымъ 
нихъ мы дадимъ здЪеь мЪето. о. 
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1. Приготовьте себЪ 7 карточекъ; на одной на- 
пишите веЪ тЪ числа, которыя въ двоичной систе- 
мЪ оканчиваются на 1, т. е. всЪ нечетныя числа. 
На другой напишите вс числа, предпослЪдняя 
цифра которыхъ въ двоичной системЪ есть 1, т. е. 
2, 3, 6, 1, 10, 11, 14, 15 ит. л. На третьей карточкЪ 
слЪдуетъ написать тЪ числа, въ которыхъ третья 
справа цифра при изображенли ихъ въ двоичной 
сиетемВ есть 1, т. е. числа 4, 5, 6, Т, 12 13, 
14, 15 и т. д. На седьмой карточкЪ будуть числа 
оть 64 до 127 включительно 19). Вы предлагаете 
кому-нибудь задумать число не выше 197, даете 
ему одну за другой семь карточекъ и просите 
сообщить вамъ, есть ли задуманное число на 
данной карточкЪ, или нЪъЪть. Сложивъ первыя 
числа тЪхъ карточекъ, на которыхъ имЪется заду- 
манное число, вы въ суммЪ получите задуманное 
число. НапримЪръ, если задумано было чиело 77, 
то вамъ скажутъ, что оно находится на первой, 
третьей, четвертой и сельмой карточкахъ; сложивъ, 
вы получите 

14-864 = 

ВмЪсто чиселъь можно взять также имВа, на- 
званля городовь и тому подобное, а только 
установить какимъ-либо образомъ соо ств1е меж- 
ду ними и числами, —напримЪръ ки помощи про- 
извольнымъ образомъ составле ыы таблицы. По- 
нятно, что вмЪето семи картодез» КУ ожно взять боль- 


зы 


ше или меньше. При помощи п карточекъ можно 
отгадать ЗП -— | чиселт, или именъ. 


2. На столЪ лежить нЪеколько однородныхъ 
предметовъ, —напримЪръ, игральныя марки. Лицо А 
желаетъь отгадать число ихъ; съ этой цпВлью онъ 
просить В, чтобы этотъ сталъ отбирать марки одну 
за другой — одну правой рукой, другую лЪвой; взя- 
тую правой рукой слЪдуетъ опустить въ кружку, 
взятую лЪвой рукой — положить на первую изъ та- 
релокъ, которыя должны быть разставлены на сто- 
лЪ по прямой линш. Если при этомъ останется од- 
на лишняя марка, то ее слЪдуеть положить на 
столь повыше первой тарелки. ЗатЪмъ нужно такимъ 
же образомъ поступить и съ марками, лежащими на 
первой тарелкЪ: взятыя правой рукой опускать въ 
кружку, взятыя же лЪвой рукой класть на вторую 
тарелку; если при этомъ останется одна марка, то ее 
слЪдуетъ помЪетить на столъ повыше второй тарелки. 
Если В будетъ поступать такимъ образомъ, то, на- 
конецъ, въ кружку будуть опущены всЪ марки, за 
исключентемъ тЪхъ немногихъ, которыя будуть ле- 
жать на столЪ возлЪ той или другой тарелки. Въу 
концЪ концовъ, долженъ наступить моменть, воеда 
на одной тарелкЪ будетъь находиться одна фийн- 
ственная марка; эту послЪднюю нужно Позожить 
возлЪ этой тарелки. Когда А подойдетьсеь столу, 
онъ можеть отгадать число марокъ, к м: лежали 


первоначально на стол. Для каждо з8релки, подлЪ 
У 4% 


— 100 — 


которой лежилъ марка, онъ долженъ лишь взять 
степень числа 2 — именно: (п— 1)-ую степень для 
П-0ОЙ тарелки—и всЪ эти степени сложить. Предпо- 
ложимъ, что А нашелъ такую картину: 


©) О ®) ©) 
Тогда онъ сосчитываетъ 
1-- а 8 - 32 = 45. 

Итакъ, на столЪ первоначально было 45 марокъ. 

3. Еще болЪе поразительнымъ представляется 
примЪнене къ слЗлующему фокусу того свойства каж- 
даго числа, что оно есть сумма степеней числа 2. А 
и В уславливаются между собой въ томъ, чтобы двЪ 
стороны монеты соотвЪтственно означали цифры 0 и 1 
числа, написаннаго по двоичной системЪ: напри- 
мЪръ, рЪшетка будетъ 1, а орель—0. А выходить, 
а В сговаривается съ остающимися, какое число 
долженъ отгадать А. В отводить присутетвующимъ 
глаза, увБряя ихъ, наприм$ръ, будто А въ состоя- 
н1и отгадать любое число по угламъ, которые обра- 
зують другъ съ другомъ монеты. ЗатЪмъ В береть 
какля-нибудь монеты и при ихъ помощи прейета- 
вляетъ выбранное число по двоичной сист, при- 
нимая за 1 монету, лежащую рЪшеткой` Вверхъ, и 
за нуль такую монету, которая оНить вверхь 


орломъ. Чтобы ввести присутетв ихъ въ заблу- 
рлоь рисутству щих у 
ждене и не навести ихъ на меб, что въ фокусЪ 


< 
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существенную роль играеть то обстоятельство, ка- 
кой стороной монета обращена кверху, В будетъ со- 
ставлять изъ монеть фигуры, дДЪлая видъ, что 
онъ очень старается строить углы возможно точнЪе. 
Предположимъ, что общество остановилось на числЪ 
217. Тогда В составитъ изть монетъь примЪрно такую 


фигуру: 


Каждый кружокъ изображаетъ здЪеь монету, а 
буквы Р и О указываютъ, какой стороной обраще- 
на монета вверхъ: рЪшеткой или орломъ. 

Подойдя къ столу, А разематриваеть лежаптя 
монеты справа налЪво, и такимъ образомъ заклю- 
чаетъ, что задуманное число равно 


1-18-16 64-128 = 217. < 
а: 
&» 
©) 
< 
$7 
Х 


5% 
< 


6 11. 
Задача Баше о гиряхъ. 


Уже въ книг Баше „РгоМётез$ р1а1зап{ е 
Ч@есаез“ мы находимъ слфлующую задачу: какля 
надо имЪть гири, чтобы можно было посредетвомъ 
нихъ отвЪсить на вЪсахъ любое цЪлое число фун- 
товъ отъ 1 до 40, при чемъ важно, чтобы число 
такихъ гирь было возможно меньшимъ. Если намъ 
позволяютт класть гири только на одну чашку вЪ- 
совъ, то оказывается, что числа, выражаюцтя, сколько 
фунтовъ должна вЪФсить каждая гиря, должны быть 
посл довательными степенями числа два: дЪйстви- 
тельно, какъь мы видфли въ 8 10, каждое цЪлое 
число можно представить, какъ сумму степеней 
числа два. Если же мы имЪемъ право класть гири 
на обЪ чашки вЪсовъ, т. е. если можно вычитывать 
гири, то числа, указываюпия, сколько должны, вЪ- 
сить гири, должны быть степенями числа три,. рта такъ, 
чтобы быть въ состоянйя взвЪеить всякое? цЪлое 
число фунтовь до 40, мы должны аафть четыре 
гири, которыя вЪсятъ © 


1, 3, Эи т 


фунтовъ ДЪйствительно, кака Ндказываеть слЗдую- 
щая таблица, мы можемъ путёмъ сложетя и вычи- 
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тая однихъ лишь этихъ четырехъ чисель или 
только нЪкоторыхъ изъ нихъ, получить любое 
число до 40: 


= 9% о 
2=3-1 |10=9-1 ВЕ 27 9 
Зе 1 == 9 ЗЫ Ро 9) 
Е т от. 9 
БО О ЩЕ а 798 
6 —=9—3 о ом | 
т Эс: | 15 2 Е ре ЭЗ=] 
Вано Тр 
25=27—3+1 |33=274+9—3 
баны г те 
пм | 
ооои 16 3—9 то 
о | 9 
30—23 о 1 
1 27 9 ЗВ ОЕ З 


32 = 27 {+ 9-—3--1 [1.40 = 27 + 9+ 3+1 
Легко видЪть, что посредетвомъ меньшаго чи- 
сла гирь невозможно `будеть представить всЪ числа 
до 40, и что вообще, складывая или вычитывая сте- 
пени числа 3: 5 
о а м © 


мы можемъ получить всЪ числа отъ 1 до { (вет) и). 

Со времени своего перваго появлен4 81612 в.) 
задача Баше о гиряхъ много разъ п дилась въ 
очень многихъ книгахъ и ры цо на- 
шихъ дней, Но лишь недавно маек акмагонЪ 
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(МастаНоп) въ своей статьЪ „Сефаш зреба! раг#оп$ 
о питБег$“ (ОиаЦейу Зоигпа! о МаФета#с$, 1886) далтъь 
математически разработанное обобщене этой задачи. 
Онъ разбираетъь болЪе общую задачу: какимъ обра- 
зомъ можно вообще взвЪсить веЪ грузы отъ 1 фунта 
до п фунтовъ, если предположить, что разновЪски 
имЪють одинаковые или неодинаковые вЪса. Изъ 
выведенныхъ имъ формулъ слЪдуеть, что, напри- 
мЪръ, при п = 40 можно восьмью способами взвЪсить 
любое цълое число фунтовъ отъ 1 до 40 при услоши, 
чтобы позволено было пользоваться лишь гирями въ 
1, 3, 9 и 27 фунтовъ, и чтобы каждый грузъ можно 
было взвЪсить лишь по суммЪ гирь, а не по ихъ 
разности. Эти 8 возможныхъ способовъ суть слЪду- 
юш1е: 

1) 40 гирь по одному фунту. 

2) 1 гиря въ 1 фунть и 13 гирь по 8 фунта. 

3) 4 гири по 1 фунту и 4 гири по 9 фунтовъ. 

4) 1 гиря въ 1 фунтъ, | гиря въ 3 фунта и 
4 гири по 9 фунтовъ. 
5) 13 гирь по 1 фунту и 1 гиря въ те" 


О > 


товъ. 
6) | гиря въ 1 фунтъ, 4 гири по 3 оунта и 


] гиря въ 27 фунтовъ. 559 
1) 4 гири по 1 фунту, 1 гиря в509 фунтовъ и 
1 въ 27 фунтовъ. \\ 


8) | гиря въ 1 фунтъ, 1 гифя въ 3 фунта, 1 
гиря въ 9 фунтовъ и 1 гиря въ 7 фунтовъ, 
ый 
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ПослЪдн! способъ есть рьшене задачи Баше. 
Мы видимъ, что въ этомъ рЪшенши число гирь 
является наименьшимъ; кромЪ того, это единственное 
р» шене, въ которомъ всЪ гири имЪютъ различный 
вЪсъ. 


8 12. \ 


Отгадыван!е владфльцевъ различныхъ 
вещей. 


Три ‘лица Г, Пи Ш сидять за столомъ, на 
которомъ лежатъ три небольшихъ предмета а, Би с 
и 24 игральныя марки. Четвертое лицо О даетъ 
лицу 1 одну марку, лицу П— двЪ и лицу Ш — три 
марки. Въ отсутсти О каждое изъ трехъ лицъ 
присваиваеть себЪ одинъ изъ трехъ предметовъ 
аа риси кладеть его въ карманъ. 2 берется отга- 
дать, какой предметъь взять лицомъ 1 какой—ли- 
цомъ ЦП и какой—лицомъ ПГ если только во время 
его отсутствя сдЪлано будеть слЪдующее. Лицо, 
взявшее предметъ а, должно взять изъ числа остав- 
шихся 18 марокъ етолько штукъ, сколько оно полу- 
чило первоначально отъ 0; далЪе, лицо, взявшее 
предметъ Ъ, должно взять вдвое больше О, 
чЪмъ оно получило отъ О, и, наконецъ, лидбу” взяв- 
шее предметь с, должно взять въ четыра Е боль- 
ше марокъ, чЪмъ оно получило отъ В5Фогда р мо- 
жеть по числу оставшихся на стол Марокъ узнать, 
какой предметь взяло лицо Т, в ‘ой—лицо П и 


какой — лицо 1. хС 
Эта задача была поставфена и точно изелЪдо- 
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вана Баше въ его книг „Ргоётез р|а!зап её @6- 
1ес+аез“ (№. ХХУ); съ тВхь поръ она воепроизво- 
дилась съ незначительными измЪнен1ями во мно- 
гихъ книгахъ и журналахъ для занимательнаго чте- 
ня. Три предмета а, Б и с можно шестью способа- 
ми распредЪВлить между тремя лицами ТГ Ши Ш. 
ДЪйствительно, если мы будемъ писать соотвЪт- 
ственно на первомъ, второмъ и третьемъь мЪетЪ ту 
изъ трехъ буквъ а, Б и с, которая обозначаетъ пред- 
метъ, взятый лицомъ [ П и Ш, то мы получимъ 
6 троекъ, которыя образуются посредствомъ пере- 
становокъ изъ трехъ буквъ а, Би с. Каждому изъ 
шести возможныхъ способовъ распредЪлен1я соот- 
вЪтствуеть различная сумма взятыхъ марокъ, и, 
слЪдовательно, въ каждомъ случаЪ на столЪ также 
остается различное число марокъ. Это видно изъ 
слЪдующей таблицы: 


`Распредёлеше | Число взятыхъ марокъ Остатокъ 
абс | Г.Я 2-3 17 1 
а ВЕ», о 3 
Бас р 2 
Бса т. 5 
са а. 2= № 65$ 
сБа И Е „9 
Ъм— 


Уже Баше далъ стихъ-примЪту дя) З$9гГо, что- 
бы можно было безъ труда удержать 5 памяти 
связь между шестью остатками 1, 5692. авг и 
шестью способами распредленая© Нели возьмемъ 
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вмЪсто первыхъ трехъ буквъ три первыхъ глас- 
ныхъ звука а, е, 1, то связь между остатками и спо- 
собами распредЪленля можно будетъ запомнить по- 
средствомъ слфдующаго стиха: 


Раг {ег, Сбзаг, ]а@15, Чеушь $ этапа, рипсе. 


Содержапляся въ этомъ стих слова и пары 
словъ относятся по порядку къ остаткамъ 1, 2, 3, 
5, бит7. Если мы возьмемъ соотвЪтствующее остат- 
ку слово нашего стиха или пару еловъ, то два оо- 
держащихся здЪеь гласныхъ звука укажутъ намъ 
по порядку, какой предметъ взяло лицо Г и какой 
взять лицомъ П; отсюда уже будетъ само собой 
понятно, какой предметъ взяло лицо ПТ. Пред- 
положимъ, напримЪръ, что на столЪ остались 2 
марки; въ этомъ случа нашъ стихъ даетъ намъ 
слово „Сеёзаг“. Такъ какъ е есть второй гласный 
звукъь и а— первый, то лицо [ взяло, сл довательно, 
второй предметъ, лицо П — первый, и потому лицо 
Ш взяло трели предметъ. Если на столЪ осталось 
6 марокъ, то изъ словъ „$1 этап“ заключаемъ, что 
лицо Г взяло третмй предметъ, П — первый, и ФуБдо- 
вательно, лицо Ш взяло второй предметъ, &аешгеа, 
книга котораго „Мастайса! КесгеаНопз“ ‹ свышла въ 
1653 г. вь Лондон, предложилъ въ ^качествЪ мне- 
мотехническаго средства вмЪсто Фравпузокаго стиха, 
Баше сл$дуюлИЙ латинскй сти 


(6% 


. < У . . 
са!уе се{йа апипае зеддиа УНа 916$. 
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Еще Баше распространилъ свою задачу о 
трехъ лицахъ и трехъ предметахъ на случай четырехч, 
лицьъ и четырехъ предметовъ. У Баше въ этомъ 
случаЪ число лежащихъ на столЪ марокъ равно 78. 
Лица Т, П, ПТ и [У должны соотвЪтественно произ- 
водить умножение на 1, 2, Зи 4, а множители, зави- 
сяпие отъ четырехъ взятыхъ вещей, суть 1, 4, 16 
и 0. ЗдЪсь возможны 24 способа распредЪлентя; за- 
висимость ихъ отъ различнаго числа оставшихся на 
стол марокъ видна изъ слзЗдующей таблицы, въ ко- 
торой четыре предмета обозначены буквами а, Б, си 4. 


а ---и 
ы = | |= | |= | 


[2 


| 
| 
| 
| 
| 


>|“ 
5 |< 


Задача о распредЪлени четырехъ ‹цредметовъ 


между четырьмя лицами была разфадотана еще 
У 
_- 
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раньше Баше въ книг Д1эго Паломино (0\1его 
Раюпипо), вышедшей въ 1599 г. Въ этой же книгЪ 
разсматриваются и магическе квадраты. 


Еели вмЪето чисель отъ 1 до 4, отнесен- 


ныхЪ къ лицамъ, взять соотвЪтетвенно произволь- 
ныя числа 


аз, @,, Зато а 


а вмЪето чиселъ 1, 4, 16 и 0, отнесенныхъ кт че- 
тыремъ предметамъ, взять вообще числа 


Хр, За 


то задача Баше приведетъ насъ къ сл$дующей 
математической задачЪ. Если мы въ каждомъ изъ 
п! комплексовъ, получающихся посредетвомъ пере- 


становокъ изъ элементовъ х,, х.,...х,, будемъ ум- 
ножать содержапляся въ немъ величины соотвЪт- 
ственно на данныя числа а, а, а.,...а: и будемъ 


складывать полученныя п произведен, то мы по- 
лучимъ п! суммъ, которыя всЪ должны быть от- 
личны другь отъ друга. Спрашивается, какъ опре- 
дЪлить числа х,,х., х.,..., Хи? Для того „Юучая, 
когда а, а., а.,...а означаютъ числа отъ. до п, 
г. ГаБозпе, обработавиий четвертое изданте книги 
Баше (1879 г.), указалъ методъ (ср. Мое ТУ ука- 
занной книги), который всегда пр@водить кь рЪ- 
шеню. Въ общемъ же видЪ задача’ пока не разра- 
ботана. КромЪ того, г. ГаБ 030$ прибавляетъ, что 


< 
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въ томъ случаЪ, когда къ четыремъ лпцамъ отне- 
сены числа 1, 2, 8 и 4, числа 1, 4, 16 и 0, которыя 
Баше ассоплируетъ съ четырьмя предметами, мож- 
но замВнить также числами 1, 2, 5 и 15. 


3 18. 


Игра двухъ лицъ, которыя поочередно 
прибавляютъ. 


А и В уславливаются играть слЪдующимъ 
образомъ: каждый будетъ называть число, большее, 
чЪмъ то, которое только-что было названо другимъь, 
но избытокъ называемаго числа надъ тЪмъ числомъ, 
которое названо непосредственно передъ нимъ, не 
долженъ превысить десяти; выигрываетъ же 
тотъ, который раньше получаеть право назвать 
число сто. 

Въ этой игрЪ, которая приводится уже въ 
книг Баше (Ргоётез р]а1зап{з её аЦесаЫез, РгоМёте 
ХХП) всегда выигрываеть тотъ, кто первый можеть 
назвать одно изъ слЪдующихъ чиселъ 


1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89, 


если онъ потомъ не будетъ называть другихъ чи- 
селъ, кромЪ тЪхъ, которыя стоять въ этомъ яду. 
Когда онъ, наконецъ, назоветъ 89, то другойоглаено 
правилу игры можетъ назвать лишь но изъ чи- 
селъ отъ 90 до 99, послЪ чего сейнйеъ же можно 
назвать число 100 и тфмъ самым Выиграть парттю. 
Но для того, чтобы одинъ а А — 


АА 
> 
У 
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могъ назвать 89, онъ долженъ былъ передъ тБмъ 
назвать 78, потому что тогда В, увеличивая число, 
не можеть достигнуть числа 89. ДалЪе, для того, 
чтобы имЪть право назвать 78, А передъ тЪмъ дол- 
женъ былъ назвать 67 и т. д. Итакъ, чтобы полу- 
чить ТЪ числа, которыя А долженъ назвать для 
вЪфрнаго выигрыша, нужно, какъ видимъ, послзЪдо- 
вательно вычитать по 11 изъ предЪЗльнаго числа 
100. Если условлено было, что В начинаетъ игру, 
и онъ называеть какое-либо число изъ указаннаго 
ряда, то А долженъ проиграть, если и впредь В 
будетъ называть только числа того же ряда. Если 
же В начинаеть и при этомъ называетъ число, не 
принадлежащее къ нашему ряду, то А непремЪнно 
выиграетъ, если только онъ тотчасъ же назоветъ бли- 
жайшее число нашего ряда, которое онъ вправЪ 
назвать, и потомъ всямй разъ будетъ прибавлять 
по 11 къ числу, которое онъ назваль въ предше- 
ствующий разъ. Легко понять тотьъ обпий законъ, по 
которому составляется подобный рядъ. Если возь- 
мемъ 2 вмЪсто ста и черезъ 4 обозначимъ условлен- 
ный выспий избытокъ называемаго числа надъ неку 
посредственно ему предшествующимъ (въ напев, 


примЪрЪ эта разность равна 10), то формула © 
< 
ий © 
2—п.(а- 1) < 


выражаеть тЪ числа, которыя А дбуженъ будетъ 


называть одно за другимъ для техо, чтобы навЪрно 
5 
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выиграть. НапримЪръ, если по условю выигрываетъ 
тотъ, кто первый вправЪ назвать 40, а условленный 
выспай избытокъ равенъ 6, то лицо А, должно для 
выигрыша составить по формулЪ 


еп 
рядъ чисел 
5, 12, 19, 96, 33 


и называть эти числа одно за другимъ. 

Если оба игрока А и В знають эту игру п 
соотвЪтетвуюций рядъ, то выиграетъ, понятно, тотъ, 
кто первый начнетъ называть число. 

Эту игру можно слегка измЪнить, если усло- 
виться, что тотъ проигрываетът, кто первый вы- 
нужденъ будетъ назвать число 7. Въ этомъ случаЪ 
А для выигрыша долженъ называть числа, соста- 


вленныя по формулЪ 


2—1 — п(а- 1), 
въ которой вмЪето п нужно подставлять цЪлыя чи- 
сла: напримЪръ, если 2 опять равно 40, а 4=6, то 
А будетъ называть слЪдуюцля числа: 
69° 


д 11, 18, 95, За с? 
а 


У 
ПослЪ того, какъь А будетъ а назвать и 
назоветь 32, его партнеръ по но одимости дол- 
женъ будетъ назвать одно изъ Яйселъ, заключаю. 
щихся между 33 и 38. Тогда скажетъь 89, послЪ 
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чего В, который обязанъ сказать большее число, не 
превышающее, однако, 40, вынужденъ будетъ на- 
звать 40; такимъ образомъ А выиграетьъ, а В про- 
играетъ. 


5% 


8 14. 
Совершенныя числа. 


Елце со временъ пиеагорейцевъ древнйе греки 
съ любовью занимались изученемъ своеобразныхъь 
свойствъ различныхъ цЪзлыхъ чиселъ: они, именно, 
изслВдовали числа въ отношени суммы ихъ дЪли- 
телей. Они ДЪлили всЪ числа на совершенныя, из- 
быточныя и недостаточныя. Число называется со- 
вершеннымъ, если оно равно суммЪ воЪхъ сво- 
ихъ дЪълителей, избыточнымъ — если сумма дЪЗ- 
лителей превышаетъ число, и недостаточнымъ, 
если сумма дЪлителей меньше самого числа. При 
этомъ число [| считается однимъ изъ дЗлителей, 
само же число не считается однимъ изъ своихъ дз- 
лителей. Посредствомъ разложен1я числа на простые 
множители легко найти сумму дЪлителей его; слЪ- 
дуюппе примфры покажуть намъ это. Число 72 
равно 8 разъ 9, т. е. равно 23.32; отсюда о 
что, умноживъ всЪ№ числа ряда 1, 2, 27, 23 на всЪ 
числа ряда 1, 3, 3*, мы получимъ вех дЪълителей 
числа 72, включая самое число 12. Ибэтому для по- 
лучен1я суммы дЪлителей числа 7® достаточно умно- 
жить сумму 1-2 -{ 2* - 23 навумму 13-3? и 
изъ полученнаго произведегая > вычесть 72. Мы по- 
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лучимъ такимъ образомъ 15.13 — 72 = 1238. Такъ 
какъ 123 больше 72, то 72 есть избыточное число. Въ 
видЪ второго примЪра испытаемъ число 880. Разло- 
жене этого числа на простые множители содержитъ 
4 раза простое число 2, одинъ разъ 5 и одинъ разъ 
11. Поэтому 880 = 21.5.11, и мы получимъ веЪхъ 
дЪлителей числа 880, если перемножимъ каждое 
число ряда 1, 2, 4, 8, 16 на каждое число ряда 
1, 5 и затБмъ полученныя произведеня умно- 
жимъ на каждое число ряда 1.11. Отсюда слЪду- 
етъ, что сумма дЪлителей числа 880 равна 


(Е 4-8 16) (1+5) а- 11) — 880, 
т. е. равна 31.6. 12 — 880 = 186. 12 — 880 = 
2232 — 880 = 1352. Такимъ образомъ, и число 880 
есть избыточное число. Напротивъ, 147 есть недоста- 
точное число, потому что 147 =3.172, а 


(1+ 3) (1+ 7-49) — 147 =228 — 147 =81 < 147. 


Наконецъ, число 496 есть совершенное, потому что 
496 =2^.31 и 


(12+ 4-+ 8+ 16) (1 + 31) —496 = 31.32 — 496 = 
= 992 —496 = 496. < 


о [®) 


Еще Евклидъ за 800 лЪть до Р.Х. докйэа лъ, 
что совершенныя четныя числа получаются отъ ум- 
ножен1я какого-либо простого числа, кохорое на 1 
меньше какой-либо степени числа 2, ‘заближайшую 
низшую степень числа 2. Наприм рф 81 есть про- 


> 
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стое число, на 1 меньшее числа 32, т. е. пятой сте- 
пени числа 2. Если мы умножимъ 831 на ближай- 
шую низшую степень двухъ, т. е. на 16, то мы по- 
лучимъ совершенное число 496. Что это правило 
Евклида всегда приводитъ къ совершенному числу, 
вытекаетъ изъ только-что изложеннаго способа на- 
хожденя суммы дЪлителей числа. ДЪйствительно. 
если 2"—1 есть простое число, то для полученя 
суммы ДЪлителей числа 


(21). 2-1 
достаточно умножить сумму 


о 
на сумму 
Га 29. 21, 
и вычесть изъ полученнаго произведен1я самое чи- 
сло. Мы получимъ тогда: 


(ПП (а-2- 2 |... | 27-1) — (2—1). 271 = 
— 21 (21 — 1) — 281. (21 —1) = 

= (2—1). (2" — 2" 1) = (2 —1).281.(2— 1) = 

— (2" — 1). 21-1. 5 
Такимъ образомъ, мы видимъ, что сумма ЖЬли- 
телей оказывается равной самому числу. 9 ИОВ ръ до- 
казалъ, что не можеть быть другихъ чезныхьъ о0- 
вершенныхъ чиселъ помимо тЪхъ, кото получаются 
указаннымт, способомъ. Съ другой №\ роны, недавно 
было доказано, что ниже нЪкотарой очень высокой 


< 
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границы не можетъ быть ни одного нечетнаго совер- 
шеннаго числа. Но пока еще не доказано, что во- 
обще нечетныя совершенныя чиела не существуютъ. 
Изъ грековъ позднЪйшей эпохи совершенными числа- 
ми занимались, главнымъ образомъ, Никомахъ и 
Ямблихъ Ямблихъ написалъ обширную статью 
о совершенныхъ числахъ; въ ней онъ утверждаеть, 
что мирадъ каждаго разряда содержитъ одно совер- 
шенное число. Мирладомъ перваго разряда Ямблихъ 
называетъ числа отъ 10“ до 108, мирадомъ втораго 
разряда—числа отъ 108 до 1012, и вообще мирадъ 
п-го разряда заключаетъ числа 


отъ 10% до 10%@-+0. 


Гульчъ (Нибсв) подвергнулъ это утвержде- 
не Ямблиха изелЪдовантю въ „ИзвЪетяхъ Коро- 
левскаго Саксонскаго Научнаго Общества“ за 1895 и 
1896 г.г.; онъ установилъ, что мирладъ перваго раз- 
ряда, дЪйствительно, содержитъ одно совершенное 
число, второй же содержитъ два, треми— ни одного, 
четвертый —одно, пятый, шестой, седьмой и восьмой 
не заключають въ себЪ ни одного совершеннаго), 
числа, девятый же, въ свою очередь, содержитъ од 
такое число. Такъ какъ формула (22—11). 2257 вы- 
ражаетъ совершенное число лишь въ том луча, 
когда 2—1 есть простое число, то для <9го, чтобы 
быть въ состоявши найти всЪ совершемныя числа, 
необходимо разысканле простыхъ чнобуть вида 9Р -- 1. 


“та 
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Разысканемъ такихъ чиселъ особенно много занимал- 
ся Мерсеннь (Мегзеппе), а именно въ книгЪ „Соб1- 
{+а4а Рнуз!со-Мафетайса“, вышедшей въ 1644 г. Преж- 
де всего нужно замЪтить, что число 2—1 можеть 
быть простымъ лишь въ томъ случа, когда р есть 
простое число. ДЪйствительно, если р=шп и оба чи- 
сла ш и п больше единицы, то изъ дзлимости числа 
х' —1 на число х — 1 слЗдуетъ, что и число 21 — ] 
должно длиться на число 2 — 1. ВсЪ числа вида 
2Р — 1, гдЪ ресть простое число, были одно за другимъ 
подвергнуты изслВдован1ю; пока изслЪдован1е дове- 
дено до р= 61. Эту трудную работу взялъ на себя 
г. Зеельгофъ (Зеепо{). Теперь установлено, что при 
р = 61 формула 2Р— 1 даеть простое число лишь 
тогда, когда р равно одному изъ слфдующихъ чи- 
селъ: 
2, 8, 5, 1, 13, 17, 19, БЕ 

Этимъ девяти числамъ соотвЪтствують слЪдуюпая 
простыя числа вида 2 — 1; 


3, 7, 31, 127, 8191, 13101, 5242871, " 
2147'483647, 2'305843'0092138'693951. 


Отсюда получаются, согласно ый 
Евклидову закону составлешя совершенныхЪ чиселъ, 
слЪдуюцпя девять совершенныхъь чис&ь 


6, 28, 496, 8128, 33'550886, 8589'869056, 
137488'691328; 2'305843'098139'952128 
и 2 658455 991569'881744654692'615953'842176. 
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Итакъ, до настоящаго времени дЪйствительно 
вычислены девять совершенныхъ чиселъ; наиболь- 
шее изъ нихъ 37-значное. Зам чательно, что всЪ 
эти числа кончаются либо цифрой 6. либо цифрами 
28. Это не случайность, но обпай законъ, доказан- 
ный для всЪхъ четныхъ совершенныхъ чиселъ. 

Близкимъ къ опредЪленю совершенныхъь чи- 
селъ является опредЪлене „дружественныхъ“ 
чиселъ. Два различныхъ числа называются друже- 
ственными, если каждое изъ нихъ равно суммЪ 
дВлителей другого. ПримЪЗромъ двухъ такихъ чи- 
селъ могуть служить числа 220 и 984. ДЪйстви- 
тельно, 220 —=2*.5.11, 284 =22.11; отеюда слЪдуеть, 
что сумма дЪлителей числа 220 равна, 


(ЕЕ 
=7.6. 12 — 220 = 504 — 220 = 284, 


а сумма дЪлителей числа 284 равна 


(1-2 4) (1+1 71)=7.72—284 
—=504 — 284 = 220. 


По свидЪтельству Ямблиха уже Пиеагорейцы уста- 
новили поняше о дружественныхъ числахъ. Разы»’» 
скантемъ общаго закона для нахожденя паръ дфу- 
22% 
жественныхъ чиселъ занимался Декартъ, а @вслЪ 
АС 
него Эйлеръ. к 
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Пиеагоровы и Героновы числа. 


Теорема, обратная теорем Пиеагора, гла- 
ситъ, что треугольникъ будетъ прямоугольнымъ, если 
площадь квадрата, построеннаго на одной сторо- 
нЪ его, равна сумм площадей квадратовъ, постро- 
енныхъ на двухъ другихъ сторонахъ. Основываясь 
на этомъ, мы можемъ построить прямой уголъ, 
если отыщемъ три числа х, у, 7, удовлетворяюнцая 
условтю 


2 — у? -| 22, 


и построимъ треугольникъ, стороны котораго въ 
х, уи 2 разъ больше нЪкотораго отрЪзка, приня- 
таго за единицу длины. Наименьпия цЪлыя числа, 
удовлетворяюпия условю х? = у? -- 22, суть 5, 4 и 3: 
дЪйствительно, 5? = 25 = 42 - 3? = 16 + 9. Что чиела 
5, 4 и 3 приводять кь прямоугольном узтре- 
угольнику, было извЪетно, по и гре- 
ковъ, еще древнимъ египтянамъ: когда вабдревнЪй- 
ппя времена египтяне закладывали фу ‚ментъ зда- 
мя, то при этомъ, соглаено свидЪтедьетву грековъ, 
гарпедонапты, или натягиватели каата, потому иг- 
рали роль, что они владЪли икусствомъ втыкать 
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въ землю три кола такимъ образомъ, что при этомъ 
въ точности получалея прямой уголъ. Кратчайшая 
тЪнь, отбрасываемая солнцемъ, даеть точное напра- 
влене съ сЪвера на югъ: оно служило первой глав- 
ной лимей въ планЪ воздвигаемаго зданя. ПослЪ 
того, какъ это направленте было установлено, явля- 
лись гарпедонапты и при помощи кольевъ обозна- 
чали второе главное направлен1е съ востока на за- 
падъ. Для этой цъли они пользовались раздЪленной 
на двЪнадцаль равныхъ частей веревкой, концы кото- 
рой были соединены другъ съ другомъ; прежде всего 
они заботились о томъ, чтобы два кола, указывавиие 
направлене съ сЪвера на югъ, были удалены другъ 
оть друга на разстояне четырехъ частей; затВмъ 
они при помощи третьяго кола натягивали сомкну- 
тую веревку такимъ образомъ, чтобы до одного кола 
приходилось пять частей, а до другого три части; 
такимъ образомъ, два направленая веревки, соотвЪт- 
ствовавппя тремъ и четыремъ частямъ, составляли 
точный прямой уголъ. Отсюда слЪдуеть, что тотъ, 
кто придумалъ этотъ египетск1Йй способъ натягивать 
канатъ, несомнЪнно зналъ, что треугольникъ, стороны „5, 
котораго относятся другъ къ другу, какъ 3, 4 и 6. 
долженъ быть прямоугольнымъ. Помимо трехесЯй- 
селъ 8, 4 и 5 извЪетны еще друмя три ибола 5, 
12 и 13, которыя приводять къ прямозельному 
треугольнику. Эти три чиела ветрЪчаютея въ за- 
дачЪ, которая находится въ китайской", ариометикЪ 
СУ 


РЯ 
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„Кау-чангъ“. Какъ говорять китайцы, ариеметику 
Клу-чангъ составилъь Цзинъ Ку Чау за 2600 лЪтъ 
до Р. Х. Задача гласитъ: „Въ срединЪ ква- 
дратнаго пруда со стороной, равной десяти фу- 
тамъ, растетъ тростникъ, который возвышается на 
одинъ футъ надъ уровнемъ воды. Когда его вытя- 
нули къ берегу до средины одной стороны пруда, 
то онъ достигъ какъ разъ края пруда. Какова глу- 
бина пруда?“ ОтвЪтъь: 12 футовъ. ДЪйствительно, 
средина пруда, гдЪ тростникъ подымается изъ воды, 
корень тростника и средина одной стороны ква- 
драта, образуемаго прудомъ, должны представлять 
собой вершины прямоугольнаго треугольника, сто- 


роны котораго равны 12-1 футамъ, 12 футамъ и по- 
ловинЪ отъ 10 футовъ. 


Всякую группу трехъ цфлыхъ положительныхъ 
чиселъ, удовлетворяющихъ уравнентю х* = у? -{ 22, мы 
будемъ называть Пиеагоровой тройкой; назване объ- 
ясняется связью этого уравненля съ теоремой, открытой 
Пиеагоромъ. Разысканемъ такихъ Пиеагоровыхъ 
троекъ занимались еще греческе математики. Весьма 
легко найти законъ, при помощи котораго ,мсжно 
съ увЪренностью получить всевозможныя. Ниеаго- 
ровы тройки. Прежде всего ясно, что 53ъ каждой 
такой тройки можно получить безчисльнное множе- 
ство другихъ новыхъ троекъ, для Го стоитъ лишь 
увеличить всЪ три числа х, у и въ одно и то же 


число разъ. НапримЪфръ, чиела 6, 8 и 10 или 
и 
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9, 12 и 15 предетавляютъ собой ПЦиеагоровы тройки, 
полученныя изъ тройки 3, 4 и 5. Поэтому мы мо- 
жемъ ограничиться разысканемъ лишь такихъ троекъ, 
которыя не им$ютъ общаго дЪлителя. Но въ такомъ 
случа мы можемъ также предположить, что и два 
числа у и 7, измВряюпця катеты, не имЪютъ обща- 
го дБлителя. ДЪйиствительно, если бы они имЪли 
общаго дЪлителя, то и число х должно было бы дЪ- 
литься на него, а этоть случай мы исключили. Пи- 
оагоровы тройки, составленныя изъ чиселъ, не имЪю- 
щихъ общихъ дЪлителей, мы будемъ называть „пер- 
воначальными“, а тройки, составленныя изъ 
чиселъ, которыя имфють общихъ дЪлителей, мы на- 
зовемь „производными“. Чтобы найти всЪ пер- 
воначальныя тройки, замЪфтимъ прежде всего, что 
при дЪлени на 4 квадратъ всякаго четнаго числа 
даеть въ остаткЪ нуль, квадратъ же всякаго нечет- 
наго числа даетъ остатокъ 1. ДЪйствительно, 


НА. 1 
и (21-1)? =40 + 4п--1=4. (02 + п) + 1. 


Поэтому, числа у и 2, измЪряюпия катеты, нк” 
могуть быть одновременно нечетными Е ‚р 
противномъ случаЪ сумма у? 2? при дфленн“ на 4 
давала, бы остатокъ 1-1 =, и, слЪдовательнр,” число 
х* при дЪленш на 4 тоже давало бы 6Ратокъ ®, 
но это невозможно, такъ какъ, соглаейе вышеска- 
занному, полный квадрать при хдоии на 4 мо- 
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жетъ давать въ остаткЪ только либо 0, либо |1. Такъ 
какъ оба числа, измБ$ряюпия катеты, не могутъ так- 
же быть одновременно четными (въ противномъ 
случаЪ они имЪли бы общаго дЪлителя, а именно 
— дЪлителя 9), то остается лишь случай, когда одно 
число четное, а другое—нечетное. Предположимъ, что 
у есть нечетное число, а 2—четное число. Перенеся 
членъ у? въ лБвую часть уравнемя, т. е. приведя 
наше уравнене къ виду 


2 2.2 
И 0, 


мы получимъ какъ въ правой, такъ и въ лЪвой 
части уравнен1я числа, кратныя четырехъ. ДЪ- 
лимъ обЪ части на 4; принимая во внимане, что 
2 — у? = (х у) (х —у), мы получимъ: 


(0 


2 в0_- р. 
Но числа де и = не имфютьъ общихъ 


дълителей. ДЪйствительно, если бы эти числа имЪли 
общаго дЪлителя, то его имЪли бы какъ сумма 
этихъ чиселъ, т. е. х, такъ и разность ихъ, тв. у; 
слЪдовательно, числа х и у имЪли бы тоске Г 
щаго дЪлителя. Но это невозможно, тако какъ, со- 
гласно нашему предположеню, три пи бровы числа 
х, у и 7 не имЪють общихъ Дл Итакъ, мы 
доказали, что числа == и хех, не могутъ одно- 


Бе 
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временно дЪлиться на одно и то же чиело. Не- 
смотря на это, произведенте ихъ должно предсета- 
влять собой полный квадратъ, а именно квадрать 


КУ 


2 
числа 5' Поэтому оба множителя—какъ ии > 


Х — 
и —^ — вами ДОЛЖНЫ быть полными квадратами. 
ху 
Назовемъ число, квадратъ котораго равенъ =. 
Х — 
- А В 


черезъ у, а число, квадратъ котораго равенъ 2 


зовемъ черезъ \. Итакъ, мы имЪемъ: 


Складывая и вычитывая оба эти равенства, мы 
получимъ: 

Хх = Ум и у=у— м. 

Такъ какъ 72 = х? — у? = (у №?) — (№ -— \*)* = 
—=2\*.2\?, то мы заключаемъ, въ-третьихъ, что 
2=2.у.\. Если въ 3 уравненя, выражающия х, у, 2 
черезъ у и \, мы будемъ подставлять вмЪето у и м 
какя-либо цвлыя числа, то мы постоянно УР 
получать для х, у и 7 числа, удовлетворяюпя т 
вагорову уравненю $ 


\© 
Чтобы эти числа были положителюними и не 
имЪли общихъ д$лителей, мы должиы брать числа 
&7 
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У п \ такимъ образомъ, чтобы удовлетворялись 
троякаго рода условная: во-первыхъ, число У должно 
быть больше, чЪмъ \; во-вторыхъ, числа у и \ не 
должны имЪть общихъ дЪлителей, и, въ третьихъ, 
числа У и \ не должны быть одновременно нечет- 
ными. Посредствомъ трехъ уравненй 


Е. 
у=у? — м? 
В 


мы можемъ получить изъ каждой пары чиселъ у и 
\, удовлетворяющей указаннымъ условямъ, три 
числа х, у и 2, составляющихъ первоначальную Пи- 
оагорову тройку. ВмЪстЪ съ тфмъ мы видимъ, что 
не существуетъ ни одной такой тройки, которая не 
получалась бы по указанному способу. Итакъ, если 
мы возьмемъ по порядку 


5" 


то мы можемъ получить веЪ безъ полю я пер- 
воначальныя Пиеагоровы тройки до <Воль угодно 
большихъ чиселъ. Въ нижеслЪдующей таблиц мы 
приводимъ всЪ тройки, въ котормхъ каждое число 
содержитъ не болЪе двухъь цифр. 


т 213 44556 6|7 |1 1188 8919 | 
% = то 415214 61 8 |5 2|4 

ва мы 
х= 5 1311125 29 41 3161 53 6585 65 7389 85'971 


у= |3 515 7121 9.35 11 45 33.13 631 553917 65] 


2 == |4 '12 8 24 90140 12 60 28 5684 16148180 86 12) 


! т 


Такъ какъ для полученля первоначальной трой- 
ки необходимо, чтобы одно изъ чиселъ у и \ было 
четное, а другое—нечетное, то четное число, измЪ- 
ряющее катетъ, непремЪнно должно дЪлиться на 4, 
такъ какъ оно равно 2.у.\. ДалЪе, какъ какъ число, 
измряющее гипотенузу, равно суммЪ У? \?, то 
при дзлени на 4 оно должно давать въ остаткЪ 1; 
отсюда слЪдуетъ еще, что, если это число само не 
есть простое, то оно должно быть равно произведе- 
н1ю такихъ просгыхъ чиселъ, которыя при дЪленя 
на 4 даютъ въ остаткЪ 1 1). Изъ трехь выше выве- 
денныхъ основныхъ формулъ слЪдуеть также, что 
числа х--7 и х— 7 непремЪнно должны быть полными 
квадратами. 

Изъ первоначальныхъ троекъ, представленныхъ 
на предыдущей таблицЪ, мы можемъ получить веЪ 5, 


бо 
_— 


производныя, для чего стоить лишь умножать веЪ т 
хх 
‹ 2 
= ыы = 
3 й у, и чисел а. 
если мы будемъ умножать три числа каждой Фройки 
на любое рашональное число, то мы полуФимъ веЪ 
тЪ рапшональныя числа, которыя, будочи разема- 
$2. = 
^е; 6 
У 


числа каждой тройки на всевозможныя числа. ЗатЬе 
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триваемы, какъ мЪры сторопъ треугольйика, приво: 
дятъ къ прямоугольнымъ треугольникамъ. Такъ, 
напримфръ, умножая числа первоначальной тройки 
17, 15 и 8 на 5, мы получимъ ратщюональную тройку 


211, 183, 10. 


Въ тЪеной связп съ Павагоровыми тройками, 
приводящими къ прямоугольнымъ треугольникамъ, 
находятся Героновы числа. ПослЪдюя получили 
свое назване по имени Герона Александрай- 
скаго, который жилъ приблизительно за 150 лЪтъ до 
Р. Х. и по справелливости считается отпомъ земле- 
мЪровъ. Этому Герону мы обязаны важнымъ правп- 
ломъ, посредством котораго можно найти площадь 
треугольника, зная длину трехъ его сторонъ. Со- 
гласно этому правилу нужно вычесть изъ полупе- 
риметра (назовемть его черезъ $) треугольника каж- 
дую изь трехль сторонъ а, Б и с, перемножить между 
собой полученныя три разпости и чпело $ и 
изъ пропзведення этихъ четырехь множителей 
извлечь квадратный корень. Найденный Е 
образомъ результать дастъ намъ величину площади. 
НапримЪръ, если стороны треугольника ро о оит 
сантиметрамъ, то $ равно 9 ата ВВ $—а=4, 
$—ЬБ = 3, $—с=2. Итакъ, мы должны извлечь ква- 
дратный корень изъ пропзведеня 9458.2, что приво- 
дить къ выражению 6 Уб- Вычиесжввъ это выраженле 
до третьяго десятичнаго знака мы найдемъ число 
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14,697. ИтавЪъ, нлощаль треугольника еб сторонами 
въ 5, 6 и 7Т сантиметровъь равна 14,697 квадрат- 
нымъ сантиметрамъ. Въ этомъ примЪрЪ квадратный 
корень оказалея иррашональнымъ числомъ, которое 
можно предетавить при помощи рашональнаго числа 
лишь съ приближенлемъ. Но Геронъ Александрий- 
сый далъ примЪръ трехъ цЪлыхь чиселъ, для ко- 
торыхь квадратный корень извлекается точно, а 
именно: а = 138, Б = 14, с= 15. Эти три чиела при- 
водять къ квадратному корню изъ произведенля 
(21.8.71.6), который равенъ 84. Естественно возни- 
‹аеть вопросъ о разысканлия метода, посредствомъ 
котораго можно было бы получить веЪ возможныя 
тройки цЪлыхъ чиселъ, обладающих тЪмъ свой- 
ствомъ, что треугольникъ, стороны котораго измф- 
ряютсея такими тремя числами, имЪетъ площаль, ко- 
торая также выражается цфлымъ чиесломъ. Въ честь 
Герона мы будемъ называть каждыя три такихъ 
цЪълыхъ числа Героновой тройкой. Чтобы найти веЪ 
возможныя Героновы тройки, мы прежде всего при- 
мемъ, что треугольникъ имЪеть три рацональныя 
стороны а, Б ис и площадь /, которая выражаете 
рашлональнымъ числомъ. Въ такомъ случаЪ и во 
высоты № должны измЪряться рапональнымее чи- 
слами, ибо каждая высота равна частному 2 дЪле- 
ння удвоенной площади на соотвЪтотвуфиую сто- 
рону. КромЪ того, каждая проекщя стафбны на дру- 


гую сторону должна быть разшецаяьной, потому 
6* 


== 132 — 


Что, согласно обобщенной теорем Пиеагора, её 
можно выразить ратпонально черезъ стороны. На- 
примЪръ, проекшя стороны Ь на сторону а равна 


* -- а? — с? 
а 


Но отсюда слЪдуетъ, что, если стороны и пло- 
щаль какого-нибудь треугольника измЪряются ра- 
плональными числами, то каждая высота должна 
разсЪкать его на два такихъ прямоугольныхъ тре- 
угольника, стороны которыхъ тоже выражаются ра- 
тпонально. Итакъ, для полученя всевозможныхъ 
треугольниковъ съ рашональными сторонами и ра- 
цпональной площадью достаточно сложить веЪми 
возможными способами два прямоугольныхъ тре- 
угольника съ рашональными сторонами. Три сто- 
роны всякаго такого треугольника послЪ соотвЪт- 
ственнаго умножен1я даютъ Геронову тройку. Та- 
кимъ образомъ, мы можемъ изъ всякихъ двухъ Пи- 
оагоровыхъ троекъ составить различными способами 
одну Геронову тройку. Такъ, вышеумезияььнь ры 
мЪръ Герона АлександрИйЙскаго. 4 

© 


13, 14 и 15 <> 
о 


получается посредствомъ сопоста тя двухъ Пиеа- 


горовыхъ троекъ 13, 12, 5 и З\4, 8. Будемъ раз- 
Е 
сматривать 13, какъ сторону» 12—какъ высоту и 
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5— какъ проекшю. Такъ какъ оба прямоугольныхъ 
треугольника должны имЪть одинъ обпай катетъ, 
который будетъь служить у насъ высотой, то мы 
должны увеличить въ 3 раза числа тройки 5, 4, 53; 
тогда мы получимъ 15, 12 и 9. Сложимъ теперь оба 
прямоугольныхъ треугольника: тогда двумя сторо- 
нами искомаго треугольника будуть гипотенузы 13 
и 15, а третья сторона получится, какъ сумма кате- 
товъ 5 и 9. (См. прилагаемую фигуру). 


13 15 


5 9 
Полученный треугольникъ является здЪеь сумо, 
мой обоихъ составляющихъ его прямоугольных 
треугольниковъ. Но онъ веегла можетъ быть фопу- 
ченъ и какъ разность. Въ этомъ поел Бднеме Флуча\ 
числа получающейся Героновой тройки бобть слЪ- 
дуюцля: 13, 15 и 9—5 = 4. о - льмо, квадрал- 


ный корень извлекается и Въ ;таб случаЪ, ибо 
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квадратный корень долженъ извлекаться изъ про- 
изведеная $ ($— а) ($—Ъ) ($3— с) =16.3.1.12=4. 62. 
Площадь окажется равной 24; этотъ результать мы 
4.12 
Чтобы показать. что изъ одной и той же пары 
Пиоагоровыхъ троекъ можно получить нЪеколько Ге- 
роновыхъ, мы раземотримъ числа 5. 3, 4 и 11. 15, 8. 
Первая тройка даетъ производную 95, 15, 20. Мы 
получимъ такимъ образомъ Геронову тройку 17, 25, 28. 


могли бы получить п изъ соотношевля ] = 


Если же мы умножимъ на 5, а не на 2, т. е. 
возьмемъ тройку 10, 6. 8 и еоединимъ ее еъ трой- 
кой 17, 15, $, то мы получимъ тройку 10, 11, 51. 
ЛалЪе, ть же дв Пиеагоровы тройки 65. 3, 4 и 
17, 15, 8 приводятъ при посредествЪ троекъ 40, 24, 
32 и 51, 45, 24 кь Героновой тройкЪ 40, 51, 17. 
Наконець, черезъь посредство чиселъ 76. 45, 60 и 
68, 60, 32 мы получимъ еще одну Геронову тройку 
15, 68, 77. Легко понять, что каждая пара Пиеаго- 
ровыхъ троекъ дастъ намъ такимъ образомъ четыре 
Героновы тройки. НапримЪръ, если мы будемъ исхо- 
дить изъ чиселъ 29, 21, 20 и 41, 9, 40, то мы Долу- 
чимъ слфдуюпия Героновы тройки: __ 


1) 58, 41, 51; 2) 87, 2871, 340; 3) 1160,81, 989; 
4) 261, 820, 989. < 
Сюда присоединяются еще четы тройки, кото- 
рыя получаются не путемъ складё\аня неравныхъь 
катетовъ, но посредствомъ выч НАЯ, 
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Особымъ видомъ Героновыхъ троекъ являются 
тЪ, вь которыхъ два числа равны другъ другу. ОнЪ 
получаются посредетвомъ складыван!я Пиеагоровой 
тройки съ самой собой: каждая Пиеагорова тройка 
даеть двЪ таня особенныя Героновы тройки. Напри- 
мЪръ, 
чиела 05,3, 4 Е 2 5 бы о 5 8 

18, 5, 12 лаюь 18; 13. 10 и 13, 43, 25 
17, 15, 8 днющь 17, 17 30а 17, 1% 16; 
т. 4 т. м. 


3 16. 


Затрудненное дЪБлеме. 


Въ журналахъ для легкаго чтенля часто ветр\Ъ- 
чаются задачи, въ которыхъ требуется сдЪлать дЪле- 
не при нзкоторыхъ особенныхъ, затрудняющихъ его 
условяхъ. Эти задачи, большей частью, представля- 
ютъ собой видоизмЪненя задачъ, прелложенныхъ и 
рЪшевнныхъ Баше въ его книгЪ „Ргоётез р1а1за$ 
её ЧаШесаЫе$“. Одна изъ этихъ задачъ состоитъ въ 
слЪдующемъ: „Гри лица должны подЪфлить между 
собой 21 бочку одинаковой величины; изъ нихъ 
7 совершенно наполнены виномъ, 7 — наполнены 
до половины, а 7 остальныхъ— пусты. ДЪлени 
нужно выполнить такъ, чтобы всЪ получили по’ 
равному числу бочекъь и по одинаковому коли- 
честву вина. Легко найти два р-шен!я задачи. Обо- 
значимъ три лица черезъ А, В и С, полную бочку 
знакомъ (1), бочку, наполненную до половин, — 
черезъ (1) и пустую бочку — знакомъ (0). тогда 
первое рЪшен1е можно представить о въ 
сл%дующемъ видЪ: 


ое и” 
в: 3. (0-1. (+8 
с: 3.()+1.4)3- (0) 
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Второе р$шенле можно написать такъ: 
А: 9. (1)13.(1)-+2. (0); 
В: 2. (1) 3.() 2. (0); 
С: 3.(0-1.(- 3. (0). 

Если мы замфнимъ въ предыдущей задачЪ 
число 7 числомъ 9, оставивъ прочая условя безъ 
измЪненя, т. е. пожелаемъ под$лить какъ бочки, 
такъ и вино поровну между тремя лицами, то 
‚будемъ имЪть три рЪшемя, которыя читатель най- 
деть безъ труда. 

БолЪе трудны такя задачи на дфлене, въ кото- 
рыхъ числа пустыхъ, полуполныхъ и полныхъ бо- 
чекъ не равны другъ другу. НапримЪръ, г. Габозпе, 
выпустивпий 4-ое издане книги Баше „РгоЫётез“, 
разематриваетъ случай 24-хъ бочекъ: 5 соворшенно 
полныхъ, 8.— пустыхъ и 11 наполненныхъ до поло- 
вины. Эта задача допускаетъ три рЪшентя, а именно: 

А: 0. (1-7. (941.00): 
В: 2. (0 -+3.(Ю-3. (0); 
С: 3. (1) 1. (15) -4. (0). 


П) А: 1. (1)45.(1)+2. (0): 
В: 3.(1)3.() 3. (0); © 
С: 2. (1) 3.4) 3. (0). 59 
ППА: 1.(1)+5.(4)+2.0; © 
В: 1.(1)--5.() 2. (0); < 
с: 3. (+1. (+4. (0.7 


Кь задачамъ этого же рода относяякя и весьма 
распространенныя задачи о дЪлежь НавлЪдетва; изъ 
хх 
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нихъ мы разсмотримъ слЪдующую: отецъ оставля- 
еть завфщане, согласно которому состоян1 его 
должно быть подЪлено между его семью дЪтьми 
слЪдующимъ образомъ. Старпай ребенокъ долженъ 
получить 100 рублей и восьмую часть остатка; вто- 
рой долженъ затфмъ получить 200 рублей и вось- 
мую часть новаго остатка и такъ далЪе — до сель- 
мого ребенка, который долженъ получить 7100 руб- 
лей и восьмую часть все еще получающагося остатка. 
Оказалось, что при этомъ всЪ семеро получили по- 
ровну. Спрашивается, сколь велико было оставлен- 
ное наслЪдетво? Оно оказывается равнымъ 4900 руб- 
лямъ. РЪшен!е получается слЪдующимъ образомъ: 
назвавъ пскомое число черезъ х и выразивъ урав- 
некемъ услов1е равенства всЪхъ частей, рЬшаемь 
уравнен1е относительно х. Что р-шене должно при- 
вести къ 4900, видно изъ слБдующей повЪрки: 


4800 
О 


( 
2) 200 -- -- —1700; 
| 3200 5 
3) з00-- = 000. 
) ЗВ РЕ о 
ПН 
<> 


© 


\©” 


Вь задачБ другого рода, одноеищейся къ ДБ- 
лежу наслЪдетва и м въ эпоху рим- 


0 
7) 700-5-= 700. 
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скихъ императоровь, трудность длЪлежа заключается 
въ слЪдующемъ. НЪкто надЪется сталь отцомъ, но 
передъ рождевнемъ ребенка онъ опасно заболЪваетъ 
и въ виду этого составляетъ завЪщане, въ которомъ 
указываетъ, какая часть его состоявя должна пе- 
рейти кл. матери и какая — къ ожидаемому ребенку, 
при чемъ распредЪлен1е находится въ зависимости 
оть того, будеть ли ребенокъ мужеского пола или 
женскаго. НапримЪръ, въ случаЪ рождетя маль- 
чика мать должна получить 4 части, а ребенокъ — 
5 частей состоямя; въ случаЪ же рожденля дЪвочки 
мать получаетъ 3 части, а дочь — 2 чаети. Случилось, 
однако, такъ, что мать родила близнецовъ: мальчика 
и дЪвочку. Спрашивается, какъь слЗдуетъ раздЪлить 
наслЪдетво. Если существенной стороной воли завЪ- 
щателя мы будемъ считать отношен1е доли ш матери 
къ долЪ $ сына и къ долЪ + дочери, то для рЪше- 
н1я вопроса мы должны будемъ соединить двЪ про- 


порщи 
оС 


Ее Э:2 
въ одну; тогда мы получимъ: 


ПЕ [10 5. 
° ‚ ©Я 


Итакъ, если все состояне составляло, #при- 
мЪръ, 85000 рублей, то мать должна ‚бизта полу- 
чить 12000 рублей, сынъ— 15000 рублей» а дочь—— 
8000 рублей. Таково обычное роте» ›задачи, Но 

к 


‚5 
ы 
5 
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это рЪшене весьма неблагопрлятно для матери. 
ДЪйествительно, если изъ завЪщательныхъ распо- 
ряженй мы усмотримъ послЪднюю волю завЪ- 
щателя въ томъ, чтобы въ случаЪ рожденля сына 
мать получила +, а въ случаЪ рожден1я дочери 3 
всего состоян1я, то можно будетъ отеюда вывести 
заключен1е, что завЗщатель имЪлъ въ виду оста- 
вить матери, по меньшей мЪрЪ, & состояня. Но 
въ такомъ случаЪ она должна получить 15555 5 
рублей, на долю же обоихъ близнецовъ останется 
19444 $ рубля. 

Согласно волЪ наслЪдователя сынъ долженъ 
получить 3 доли матери, а дочь—3 доли матери, 
такъ что отношенте долей сына и дочери равно 
3:2, т. е. 15:8. Поэтому сумму въ 194444 руб., 
остающуюся за вычетомъ доли матери, елЪдуетъ 
раздЪлить въ отношени 15 къ $8, т. е. сынъ дол- 
женъ получить 12681,33. руб., а дочь — 6163». руб. 
Изъ возможности двухъ р%Ъшенй задачи мы 
видимъ, что воля завЪщателя формулирована въ 
завФщании недостаточно ясно, такъ какъ это завЪ- 
щан1е допускаетъ два различныхъ толкован1я5, по- 
слфдней воли. > ©° 

Въ математическомъ отношени больш Атнтереса 
представляютъ задачи о дБлежЪ между двумя игрока- 
ми, которымъ какое-либо обстоятельсуяпомЪшало про- 
должать игру, вслЪдетве чего има йриходится прер- 
вать сер1ю партий и потому они хатЯть раздЪ лить между 


— 14] = 


собой ставку, сообразуясь съ числомъ партий, которыя 
выигралъ каждый изъ нихъ. Именно этого рода задачи 
дали поводъ Паскалю и Фермату создать около 
1650 года новую область математики: мы говоримъ 
объ исчислен1и вЪроятностей, которое въ 
настоящее время находитъ себЪ столь важное при- 
мЪнен1е въ страховомъ дЪлЪ. Начнемъ съ простого 
примЪра. ДЛва одинаково опытныхъ игрока А и В 
играютъ въ игру, которая зависитъ также отъ случая: 
можно поэтому принять, что вЪроятность выигрыша 
одинакова для каждаго изъ нихъ и поэтому равна +. 
Оба поставили одинаковую сумму денегъ. Соглаено 
уговору всю ставку получаетъ тотъ, кто первый вы- 
играеть пять партй. ПослЪ того, какъ А выигралъ 
4 парти а В— 3, наступаеть собыле, которое 
заставляеть ихъ прервать серю игръ. Является во- 
проеъ, въ какомъ отношении они должны подЪлить 
ставку. ОтвЪтъ гласитъ, что в А слЪдуеть по- 
лучить + ставки, а лицу В—1 ея. Это можно такъ 
обосновать. Игрокъ В выигралъ бы серлю лишь въ 
томъ случаЪ, если бы онъ выигралъ о0бЪ слЪдуюпая 
парт!и, т. е. восьмую и девятую. ВЪроятность. Е 
этого равна 1.1, т. е. 1. Уже одно это сос®ра- 
жен1е оправдываеть вышеприведенный отв ' Для 
повфрки мы вычислимъ также вЪроятностьВыигры- 
ша для игрока А. ПослЪдый выиграй йе” игру въ 
двухъ случаяхъ: во-первыхъ, если обь выиграетъь 
восьмую партно; во-вторыхъ, если А8же восьмую пар- 


= 


О ё 
тю выиграетъь В. но девятую выиграетъ А; отсюда 
находимъ вЪроятность выпгрыша для А равной 


Р\Ъшене подобныхъ задачъ нЪсколько труднЪе въ 
томъ случаЪ, когда разность между условленнымъ 
для выигрыша числомъ партй и чпеломъ партий, 
лдйствительно выигранныхъ лицомъ А и лицомъ В 
до перерыва, больше, чЪмъ въ разесмотрЪнномъ при- 
мЪрЪ. Для второго примЪра достаточно принять, 
что услове выигрыша осталось прежнее, т. е. игру 
выигрываетъь тотъ, что первый выпграетъ 5 партий, 
но что до перерыва А выигралъ 3 партт, а В — одну. 
Чтобы возможно яснЪе ип нагляднЪе представить 
въ этомъ примЪрЪ благопрлятные для каждаго игрока 
шансы, мы обозначимъ черезъ а случай, когда пар- 
то выигрываеть А, случай же выпгрыша партия 
игрокомъ В мы обозначимъ буквой Ь, и затЪмъ мы 
булемъ ппсать буквы аи Б по порядку одну за 


ку 

к; 

зо = °©° 
Ху 
с? 


выражаетъ, напримЪръ, что ближайшую: е. мяту ю, 


другой. Такимъ образомъ символъ 


парттю выигрываеть А, шестую и ьмую — В, а 
восьмую снова А. Пользуясь этим ”обозначетями, 
мы можемъ изобразить случа олагопраятные для 
игроковъ А и В, слЪдующим ®бразомъ: 
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для А: для В: 
1) да 1) БЬБЬ 
2) ара 2) БЬБаь 
3) аББа 3) БраБЬ 
4) аБЪБа 4) БарБЬЬ 
5) Баа 5) ав ььЬ 
6) Бара 
7) Бара 
3) ББаза 
9) ББара 
10) БЬБаа 


1 


Отеюда получимъ вЪъроятность выпгрыша для А: 
1 Е 1 1 
о 
1 
или 36=1 


Для В получимъ: 


1 1 1 1 1 
че 2 3 + 3 зз з», 
в 
Ча 15-16. 
То обстоятельство, что сумма обЪихъ дробей 
13 3 ^ ТА, Я < с \ у 
18 и 25, которыми выражалотея вЪроятности, равна 
1. подтверждаетъь правильность вычиеленля. ИтакА» 
въ этомъ примЪрЪ ставку слЪдуетъь подЪлить ть 
образомъ, чтобы А получилъ 1 всей а, 
НЙ . р 
В — всего лишь в. <о 
Математика даеть исчерпывающее \\\шене по- 
лобныхъ задачъ на дъзлежъ въ оофемь случаЪъ, 


когда для выигрыша ставки необхайимо выиграть 
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’ арт, изъ которыхъ А имЪеть уже а, а В уже 
имЪеть 3, при чемъ вБроятноеть выигрыша одной 
парти равна р для А и |[—р для В. Изложеше 
наиболЪе общаго результата представлялось бы здЪеь 


елишкомъ слоЖжнымЪ. 


6 17. 
Софизмы. 


1. Когда оператли сложен1я, вычитаня и умно- 
женя совершаютея надъ равными величинами, то 
получаются равные результаты. Еели же сопряже- 
не равныхъ величинъ производится посредетвомъ 
дЪленля, то результаты необходимо равны лишь въ 
томъ случаЪ, когда дВлители отличны отъ 
нуля. Если же не принимать во вниман1е условля, 
что дфлители должны быть отличны отъ нуля, то 
можно придти къ ложнымъ заключешямъ, которыми 
часто пользуются для получен1я мнимыхъ доказа- 
тельствъ того, что два неравныхъ числа равны другъ 
другу, —напримЪръ, что 5=7. Съ цЪлью поставить 
на скользюй путь лицо, не обладающее основатель- 
нымъ знан1емъ ариеметики, мы для отвода глазъ 
должны стараться по возможности скрыть дЪлене 
на число, которое равно нулю. Покажемъ на при-_ 
мЪрЪ, какъ это можно осуществить. < 

Назовемъ черезъ а чиело, которое въ 11 три 
больше числа Ь. Итакъ, а=3Ъ; умножая на 580 олу- 
чимъ: ву 


4 а= 6Ъ, \ 


или, что то же: 


14а — 10а =216 — 15 ее 
РЯ 
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ПослЪ перенэсентя членовъ мы получимъ: 
156 — 10а=21Ъ — 14а. 


Вынося за скобки въ лЪвой части 5, а въ пра- 
вой 7, Получимъ: 

5 (35 — 2а) =7 (36 — 2а). 

ШЪленше обЪфихъ частей равенства на 85 —2& 
лаетъ равенетво 5 1. 

2. Софизмы другого рода основаны на дву- 
значности квадратнаго корня. Если х*=у®, то от- 
сюда еще не слЪдуетъ, что число х непремЪнно 
равно у; можно лишь утверждать, что либо х=-у, 
либо же х=—у. Какое изъ этихъ двухъ равенетвъ 
иметь мЪсто, нельзя указать безъ особыхъ условй 
и часто можеть быть устаповлено только вытекалю- 
щими изъ нихъ соотношентямп. НапримЪфръ, равен- 
ство а? — За -- 5-6? —2а 6 | а? несомнфнно спра- 
ведливо, такъ какъ обЪ части его отлитаютея другъ 
оть друга парядкомъ членовъ; по отеюда нельзя 
заключить, что а— р-р — а, потому что такое заклю- 
чене приводитъ къ утверждению, что а=Ъ. Но мы, ко- 
нечно, вправЪ сказать, что либо а— Ь = --( —а% ибо 
а — Ь = —(Б — а); въ данпомъ примЪрЪ ст ратио 
лишь второе равенство, т. е. —(Ь —а) =ахе8 6/7На, соот- 
вЪътетвующемъ ложномъ заключен1и осмнывается, на- 
примЪфръ, еслЪдующее вии» равенства 9—5. 
Такъ какъ 


м 


то, умножая 06% части этого равенства па разность 
9—5, мы получимъ равепство: 


> 
(5) 

| 
©, 

| 
[6 
> 
БУ 
—1 
с: 


Отсюда слЪдуетъ. что: 
ый = Б° — 2.5. 


Прибавивъ къ обЪфимъ чаетямъ равенства по 7? 
получим: 


} 


А о ма мм 


Еели мы по извлечен1и изъ обЪфихъ частей 
квалратнаго корня сдЪлаемъ заключен!е, что 


А — 0, 


о прибавимъ къ обЪимъ частямъ равенства по 1, 
то мы найдемъ, что 


ВЕ. 


3. Равенство двухъ неравныхъ чиеселъ можно 
доказать еще третьимъ епособомъ: посредствомъ гео- 
метрическатго обмана. Наибольшей извЪестностью поль- 
зуется слЪдующее мнимое доказательетво того, что 
64=65. «У 

На чертежЪ предетавленъ квадратъ, а ТИ 
изъ 8 разъ 8 равныхъ квадратныхъ кл ток ара? 
р$занный на 4 части: на два равныхъ пряфвуголь- 
ныхъ треугольника съ катетами 8 и 8: 4 единицу 

лины мы принимаемъ сторону маленьёр^о квадрата) 


и на двЪ равныя прямоугольныя треба: въ каждой 
т 


изъ нихъ оба основан1я и перпендикулярная къ 
нимъ сторона соотвЪтственно равны 5, 3 и 65. Ка- 
ждый прямоугольный треугольникъ можно поэтому 
сложить съ трапешей и составить такимъ образомъ 
новый большой прямоугольный треугольникъ съ 
катетами 5 и 5-8. Этимъ путемъ мы получимъ 
два такихъ большихъ прямоугольныхъ треугольника, 
изъ которыхъ какъ видно не прилагаемой фигуръ, 


можно составить прямоугольникъ со сторонами 5 и 15. 


С 
ЕЕ 
п ми о 
т 
С О Вы 2 
к. УЖЕ 


%” 


/ 
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Первоначальные 64 квадрата превратились та- 
кимъ образомъ въ 65 такихъ же квадратовъ, откуда 
слЪдуетъ, что 64 =65. Обманъ здЪеь заключается въ 
томъ, что мы считаемъ прямой ту линйю, которая 
во второмъ чертежЪ соединяеть вершины двухъ 
противоположныхъ угловъ, въ лЪйЙствительности же 
она не можеть не быть ломанною. Еели бы 
она была прямая, то, согласно теоремЪ о пропоршпо- 
нальныхъ линяхъ, мы должны были бы заключить, 
что отношене 3:5 равно 8:13; это невЪфрно, такъ 
какъ 3=23, а 2; =. ВелЪдетье того, что эта лия 
ломанная, вершины С и О противоположныхъ угловъ 
и угловыя точки А и В, которыя булто бы лежатъ 
на прямой, соединяющей вершины С и Б, въ дЪй- 
ствительноети предетавляють собою вершины очень 
растянутаго параллелограмма, равновеликаго малень- 
кому квадрату. 

Подобно тому, какь мы поступили съ квадра- 
томъ, состоящимъ изъ 8Ж8 квадратныхъ клЪтокъ, 
можно поступить также и со веякимъ квадратомъ, 
состоящимъ изъ пЖп клЪтокъ, если п есть одно изъ 


чиселъ ряда < 


1, 2. 3, 5, 8, 13, 21, З+, 55, 89,... 20’ 
Лля получешя чиселъ этого ряда иеходячае изъ 
чиселъ 1 и 2; начиная съ третьяго, каж тЫ членъ 
равенъ суммЪ двухъ предшествующих, ти чиела 
ть числители и знаменатели подход@иху дробей 
пертодической непрерывной дробиу юоторая имЪеть 
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перюдъ 1 и представляеть собою иррашональное 
отношен1е золотого дЪлен1я. Два числа, предшеству- 
юипя одному какому-либо числу этого ряда, указы- 
ваютъ, въ какомъ отношении нужно раздЪлить со- 
отвЪтствуюпиЙ квадратъ. Напримфръ, для квадрата 
3х8 это отношене равно 3:5. Для квадрата изъ 
13х13 клЪтокъ соотвЪтетвенное отношене равно 
5:8, и подобно тому, какъ мы выше доказывали, что 
64=65, мы можемъ доказать, что 169 =168. ЗатЪмъ 
вышло бы, что 21.%21=13 34 и т. д. При этомъ 
оказывается, что липня. которую по ошибкЪ прини- 
маютъ за прямую, на самомъ дЪлЪ есть весьма вытя- 
нутый параллелограммъ съ площадью. равной одной 
квадратной клЪткЪ: ее нужно отнять или прибавить 
къ площади полученнаго прямоугольника, и лишь 
тогда получится площадь первоначальнаго квадрата. 
Къ подобнымъ геометрическимъ обманамъ можно 
придти также, если исходить изъ двухъ какихъ- 
нибудь послЪдовательныхъ подходящихъ дробей 
какой-либо непрерывной дроби. ЛЪйствительно, если 

а, {© В > 
и суть послЪдовательныя подходяция сфоби 


Ь (9 се” 
нЪкоторой непрерывной дроби, то произве\ пя а.4 
и Б.с отличаются другъ оть друга лофь на одну 
2х 
единицу. НапримЪръ, поолвдовате а подходя- 
Е: Х | 
щими дробями и „, можно в смользоваться для 
21 : х 
к 


мнимаго доказательства того,^&во 216 -=217. Съ этой 
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цфлью мы воспользуемся прямоугольникомъ, состо- 
ящимт изъ 9. 24 квадратныхъ клЪтокъ, и разр жемъ 
его на чаети, указанныя на прилагаемомъ чертежЪъ. 


о бл 
7 ты 


Изъ этихъ четырехъ частей можно какъ будто 
составить прямоугольникъ такого вида; 


9 22 


й г © 
и а 
Такимъ образомъ, повидимому, получаетянубудто 
9.24, т. е. 216 квадратныхъ клЪтокъ им ть такую 
же площадь, какъ и 7.31, т. е. ЗМ дтакихъ же 
самыхъ квадратныхъ клЪтокъ, к. 


57 
я 


2 


4. Четвертый родъ софизмовъ оенованъ на 
томъ, что суммЪ безконечнаго множества чиселъ 
приписываютъ безконечно ‘большую величину. Не- 
сомнЪнно, сумма безконечнаго множества цЪфлыхъ 
положительныхъ чиселъ безконечно велика, т. е., 
продолжая сложенле достаточно далеко, мы можемъ 
достигнуть того, что сумма превыситъ всякое задан- 
ное сколь-угодно большое число. Даже сумма, соста- 
вленная исключительно изъ правильныхъ дробей, изъ 
которыхъ каждая меньше предыдущей, можеть ока- 
заться безконечно великой, — напримЪръ, сумма такъ 
называемаго гармоническаго ряда: 


ЗЕЕЕЕНЕНЕНУЕ. 


Что эта сумма чиселъ, обратныхъь везмъ цф- 
лымъ числамъ, начиная съ числа 2, можеть быть 
сдфлана больше любого заданнаго числа, если 
только мы возьмемъ достаточно большое чиело чле- 
новЪъ,—это можно доказать слЪдующимъ образомъ. 
Заключимъ въ скобки, во-первыхъ, +, затЪмъ сумму 
$-+, затЪмъ сумму ГР + т, затЪмъ сумму оть 
1 до п включительно и т. д. Тогда чиело въ бер- 
выхъ скобкахъ равно{, величина суммы, задозючен- 
ной внутри вторыхъ скобкахъ, превышает? пото- 
му что +21, величина суммы внутри Еф ско- 
бокъ тоже больше +, потому что + > { 7 > >ргиа>ь, 
и т. д. Такимъ образомъ мы впакмъ, что сумма 
всЪхъ дробей, заключенныхъ в$>® первыхъ скоб- 


кахъ, непремЪнно будетъ больше, чЪмъ + а. Поэтому, 
если мы желаемъ, чтобы сумма стала больше нзкото- 
раго сколь угодно большого числа Ъ, то нужно лишь 
воспользоваться 2.Ь разъ скобками для сложенля, 
т. е нужно продолжить суммованте дробей +, +1, 
Г, + ит. д. до дроби о включительно. Тогда мы 
получимъ сумму, которая навЪрное больше чпела Ъ. 

Кели же мы будемъ складывать дроби, изъ 
которыхъ каждая есть с-ая часть предшествующей, 
то, сколько бы мы ни продолжали сложене, сумма 
никогда не превысить извЪстнаго предЪла, который 
можно указать, хотя она и будетъ все время при- 
ближаться къ нему. ПримЪфромъ можеть служить 
известный рядъ: 

Е РЕ 

Если мы, суммпруя, возьмемъь лишь первые 
три члена, то получимъ сумму 1. Если будемъ 
прибавлять еще по одному члену, то получимъ по- 
слЗдовательно 1$, 11%, 133, 1 ит. д. Легко видЪть, 
что получаюпияся суммы имЪютъ своимъ предЪломъ 
число 2, т. е., хотя всЪ онЪ меньше числа 2, но в 
боле приближаются къ нему. Этоть примЪръ тоя- 
зываетъ намъ такимтъ образомъ, что сумма безкойеч- 

я 


наго множества дробей не всегда безконечно” велика, 
г 


но можетъ также сколь угодно мало отдаться отЪ 
нЪкотораго конечнаго числа, которое\ Можно ука- 
зать; въ нашемъ примЪрЪ это чибя® есть 2. На 
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игнорировани этой истины основанъ, между прочимъ, 
софизмь Зенона Элейскаго (Аг! {о{е|1е$, 
Рнуз!са, Пфег \Г глава 9). Этоть софизмъ можно 
изложить такъ: Ахиллесъ преслЪдовалъ чере- 
паху, которая находилась впереди него на разстоян1и 
одной стали; скорость Ахиллеса въ 10 разъ 
больше скорости черепахи. Зенонъ утверждаетъ: 
Ахиллесъ никогда не длогонить черепахи. Ибо, 
пока онъ пройдетъ первую стадлю, черепаха про- 
ползетъ -\, стали; когда Ахиллесъ пройдеть 
это разстояне, черепаха снова опередитъ его — на 
‚5, СТадаи: когда же Ахиллесъ пройдетъ и это 
разстоянле, то животное подвинется впередъ на 1% 
стащи, и т. дл. Мы видимъ, что путь, пройденный 
Ахиллесомъ, состоптъь изъ безчисленнаго мно- 
жества отрЪзковъ, и каждый изъ нихъь равенъ 1% 
части предшествующаго. Но такая сумма имЪЗеть 
конечную величину. ДЪйствительно, Ахиллесъ 
пройдетъ ровно столько стадлй, сколько заключается 
въ суммЪ 
ВР то | тоо - т5ое те 

Эта сумма равна 1; стадямъ. Точно такимвже 
образомъ мы найдемъ, что путь, провнане ›чере- 
пахой, равенъ 


5 |. 1 М га т щ 
1 105 Г 1000 1 Го т 2 


= 


т. е. содержить 4 стадия. Таким же образомъ и 
ть догнать чере- 


время, за какое Ахиллесъ АА 
я 
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паху, представится, какъ сумма безчиесленнаго мно- 
жества промежутковъ, каждый изъ которыхъ равенъ 
одной десятой части предшествующаго. Л\Ъйстви- 
тельно, если мы примемъ за единицу времени проме- 
жутокъ, въ течен1е котораго Ахиллесъ проходитъ 
стадпю, то время. за которое онъ успЪетъ догнать 
черепаху, представится вь видЪ суммы 
1 в Го о об и 1000 -. 


которая равна 11. 


у 
< 
9 
7 


|| отдБлпъ. 


Задачи, относящяся нъ 
расположению. 


а 18. 


Задача о 15 хриспанахъ и 15 туркахъ. 


Баше лалъ эту задачу во второмъ издани 
своей книги „РгоМёшез р1а1зап{“ (Ллонъ, 1624) въ 
слЪдующей формЪ. „На одномъ суднф находились 
15 христанъ и 15 турокъ. Когда поднялась сильная 
буря и сулно уже было обречено на гибель, то 
капитанъ разъяснилъ, что, если ва бортъ будутъ 
брошены 15 человЪ къ изъ 830, находившихся на суднЪ, 
то можно будетъ спасти судно и жизнь прочихъ 15 чело- 
вЪкъ. уКелая послЪдовать этому совЪту, путешествен- 
ники согласились, чтобы тТЪ 15 человЪкъ, которымъ 
придется пожертвовать собой для спасеня другихъ, 
были отобраны слЪлующимъ образомъ. ВеЪ 30 чело- 
вЪкъ должны выстроиться зъ рядъ, и затЪмъ слЪ- 
дуетъ считать отъ 1 до 9, повторяя этотъ сечеть 
нЪкоторое число разъ: всяюкй, на кого упадетъ числ» 
9, долженъ быть брошенъ за бортъ. Счеть проно: 
дитея такимъ образомъ, что за посл днимтъ С®ело- 
въкомъ ряда олижайптим”ь слъЪдующимъ «читается 
первый, и всяк! разъ поелЪ удалевя 9-су’человЪка 
новый с©четъ оть | до 9 долженъ Наиналься съ 

э 


= 


ближайшаго слЪдующаго въ ряду еповЪка, Кактя 
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мЪета должны запять 15 хриетанъ, чтобы веЪ опи 
могли остаться въ живиыхъ, т. е. чтобы только 15 
турокъ были выброшены за борть?“ Ту же задачу 
мы находимъ еще у Тартальи, жившаго въ пер- 
вой половинЪ ХУТ столЪпя, а позже мы ветрЪчаемъ 
ее въ различныхъ видоизмВненяхъ въ журналахъ 
съ отдЪломъ математическихъ развлечений. РЪшене 
легко найти путемъ испытаня: съ этой цЪлью 
беремъ 830 черточекъ, затЪмъ считаемъ пятнадцать 
разъ отъ 1 до 9, при чемъ какимъ-нибуль образомъ 
отмЪчаемъ черточку, на которую выпадетъ число 9, 
и наблюдаемъ затЪмъ, чтобы при дальнфйшемъ счетЪ 
эти отмЪченныя черточки пропускались. Такимъ 
путемъ мы найдемъ слЗдующее рЪшеше задачи: 


ПИТТТТТНТН 
ИТТИТТТИТТИТ 


т. е. 30 человЪкъ должны быть расположены въ 
такомъ порядкЪ: 
АХ 

ь © 

4 христанъ, 5 турокъ, 2 хр., 1 т., 3 Хр.» #1 т., 
Пе и ©. от. 1 3, 2, хр 1% В 
этому р.шеню Баше присоединилъ збеже мнемо- 
техническое средство въ видЪ стиха; со 


Мон, {и пе 1аШга$ 3% 


Еп ше Пугам деоферае: 
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Ву, этомъ стихЪ нужно принимать во вниман1е 
лишь гласные звуки; послЪдовательность ихъ такова: 
о, и, е, а, та, а, е, е, та, е, е, а; вмЪесто а, какъ 
перваго гласнаго звука азбуки, нужно поставить 1, 
вмЪето е—2, вмЪето 1—3, вместо о—4 и вмЪсто 
и— 5; тогда мы увидимъ, сколько туроктъ и сколько 
хриспанъ должны поперем$нно слЪцовать другъ за 
другомъ. Озанамъ (О27апат) далъ латинекй стихъ 
который такимъ же образомъ даетъ рЪшенте: 

„РорШеат уиоат шафег тега Тегеба{“. 

Болль (Ва!) далъ въ своей книг „Кесгеа#опз“ 

слфдуюций англйеюй стихъ, даюциЙ то же рЪшене: 
„Егош питьегз’а!А апа ай 
№ уег \Ш {аще 4еран“! 

НЪмецкое двустипие, служащее для той же 
цЪли, гласить: 

„Оо зсШих еп Мапи ш Атаек, 
еп 1[5гае! Бе7мапо!“ 

Тарталья, разбпрая эту задачу, сообщаетъ 
рЬЪшенля ея также и для тБхъ случаевъ, когда вмЪето 
9 берется какое-либо число отъ 3 до 12; веЪ соотвЪт- 
ствуюпия десять рЪшен1й онъ облекаетъ въ форму 
италланскихъ стиховъ; какъ и въ нашемъ прим: 
нумера ветрЗчающихся въ стихЪ гласныхъ звувевъ 
указываютъ, каковъ долженъ быть порядок» чере- 
довашя въ соотвЪтетвующемъ случаз. © 

Сь течешемъ времени задача испы Ма нЪкото- 
рыя несущественныя измЪнен]я. ебеобранм зага- 


$ 


АЛ 


ма 


докь Фрейнлда („Етеипаз Вёе!зсПайи“. ВеМат, 1885) 
представлены лва варланта. Въ одномъ вмЪето 30 
потери вшихъ крушене фигурирують 30 дезерти- 
ровъ, изъ которыхъ 15 должны быть разетрЗляны 
и 15 — помилованы. Въ другомъ, вмЪето 15 христанъ 
и 15 турокъ, рЪчь идетъ о 16 бЪлыхъ и 16 неграхъ, 
которые тоже вмЪстЪ потерп$ли крушене: нужно 
пожертвовать 16-ью неграми, при чемъ на этотъ разъ 
за бортъ выбрасываютъ не каждаго девятаго, но 
каждаго десятаго. Если считать, что сущность задачи 
заключается лишь въ требован1и расположить п че- 
ловЪкъ въ такомъ порядкЪ, чтобы, удаляя всявй 
разъ того, кто при отечитывани окажется 4-ымъ по 
порядку, мы достигли того. чтобы остались н$%ко- 
торыя заранЪе намЪченныя лица, то въ такомъ 
видЪ задачу можно встрЪтить еще задолго до Тар- 
тальи: мы найдемъ ее еще въ сочинени Геге- 
зиппа (Несе$!рриз) „Ое БеЙо шаасо“, а именно— въ 
главахъ 16—18 третьей книги. Тамъ разеказывается, 
что послЪ разрушен1я Герусалима знаменитый 1удей- 
скй писатель 1осифъ скрывался съ сорока другими 
Ё1тудеями въ одномъ подвалЪ; за исключенемъ Хобифа 
и одного его друга, веЪ прое сами умертвили 
себя, при чемъ произошло это будто о®лдующимъ 
образомъ. Ве, кромф Госифа и его друга, заявили, 
что они готовы скорфе умереть, «Юм отдалься въ 
руки побЪдителей. Такъ какъ Тюбйфъ боялся слиш- 
комъ открыто показать свое Аровнне остаться ВЪ 
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живыхЪ, то онъ предложилъ, чтобы умерщвлене 
совершилось въ нЪкоторомъ порядкЪ: веЪ должны 
были стать въ рядъ, и каждый трет по счету дол- 
женъ былъ убить себя; при этомъ счетЪ первый 
считается непосредственно слфдующимъ за поелЪд- 
нимъ. Предложенл1е было принято. Тосифъ спасъ 
собственную жизнь и жизнь своего друга тЪмъ, что 
сталъ на 31-ое мЪето и поставилъ друга на 16-ое, 
ибо, согласно принятому предложенлю, всЪ осталь- 
ные 39 человЪкъ изъ числа 41 убили себя раньше, 
чЪмъ Г№юсифъ и его другъ стали между собою счи- 
таться. Таковъ, повидимому, древнЪйпий варантъь 
нашей задачи. 

Хотя мы и очень часто ветрЪчаемся съ этой 
задачей, ибо дЪти, приступая къ какой-нибудь игрЪ, 
рЪшаютъ вопросъ о томъ, кто изъ нихъ долженъ взять 
на себя особенную роль, не посредетвомъ жребля, но 
съ помощью отсчитывая, однако, математически 
эта задача не разрабатывалась, и лишь н%еколько 
лЪть тому назадъ авторъ этой книги опубликовалъ 
математическое изслЪдованле этой задачи въ „Мафиг- 
\1ззепзсна_Исне \/освепзсниН“ и въ „М\еЦипееп 4ег у 
МафетайзсВеп Оезе]5сваНн ш Нашбиге“. ЗдЪеь дб” 
изложимъ наиболЪе важные результаты вии 
матическихь изслВдований. 


Въ обобщенномъ видЪ задачу може форму. 
лировать слфдующимъ образомъ: „Ну экружно- 


сти расположены п точекъ& торыя от- 
| в 
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м$чены числами 1,2 $3,...п— 1, п, при 
чемъ порядокъ счета соотвЪЗтествуетъ 
движен1ю по часовой стрЪлкЪ. Начиная 
съ точки 1, считаемъ веЪ точки по по- 
рылву до чела (1; точку, вов отор о 
упадетъ число 4, мы вычеркиваемъ. Съ 
точки, непосредственно слдующей по 
порядку за вычеркнутой, мы снова начи- 
наемъ счетъ отъ 1 и продолжаемъ его по- 
прежнему до 4. Точка, на которую теперь 
выпадетъ число 4 тоже вычеркивается; 
такъ мы продолжаемъ дотЪхъ поръ, пока 
не будутъ вычеркнуты всЪ точки, при 
чемъ не слБдуетъ забывать, что вычерк- 
нутыя точки слЪ цуетъ пропускать при 
счетЪ. Нужно вычислить, каковъ номеръ 
первой вычеркнутой точки, каковъ но- 
меръ второй вычеркнутой точки, вообще 
каковъ номеръ х— той точки, которая 
была вычеркнута въ е-тую очередь. Оче- 
видно, что п, 4, е суть положительныя числа. 
Число 4 можеть быть равно п, менЪе пли&бол\е 
его; число же е, конечно, не можеть пдювышать 
числа п. Если хотятъ найти, какая точк8 вычерки- 
вается послЪдней, то нужно положить “е’= п. 


(— 


Прежде всего легко понять; “$0, если е =1, п 
не меньше 4, а х означаетъ исквмый номеръ вычер- 
киваемой точки, то х=4. ЕЮ "попрежнему е=|, 
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но п < 4, то х равенъ остатку, который получается 
при дЪлеши @ на п 13). Это видно непосредственно 
изъ способа отсчитываня. Такимъ образомъ мы 
нашли всЪ значеня х для случая е=1. Что каса- 
ется значен1й х въ случаЪ е=2, то они, какъ нашелъ 
авторъ, получаются изъ значен!й х для случая е=1, 
если увеличить послЪдная на 4. Когла полученная 
такимъ образомъ сумма больше, чЪмъ п, то елЪду- 
етъ вычесть изъ нея п одинъ или нЪЗеколько разъ, 
пока не получится число, которое не превышаеть 
п. Однако, такимъ способомъ мы получимъ изъ числа, 
которое соотвЁтетвуеть случаю е=1, число, соотвЪт- 
ствующее случаю е=2, но относящееся къ числу 
почектъ, увелюшченнои у не 6%. къ груп- 
п Ъ изъ п- 1 точекъ. НапримЪръ, для 9=3, е=1, 
п=3 искомое число х равно 3. Изъ этого чиела х=3 
по прибавлевнти къ нему 4, т. е. въ нашемъ случаЪ 
числа 3, получается число, соотв тетвующее случаю 
4=3, е=2, п=4; 
больше четырехъ, то нужно вычесть изъ нея 4, и 


такъ какъ полученная сумма 6 


мы получимъ чиело 2. Это значитъ, что, если мы 
при четырехъ точкахъ будемъ считать постоянно 
оть 1 до 8, то точка, вычеркнутая во вторую Е бяе- 
редь, первоначально занимала второе мск что 
легко можно также повЪрить на опытф. Найденный 
авторомъ законъ о приведенли чисель\ЖЩия случая 
п+Тие- 1 къ числамъь для случая | ие, мате- 


матически можио формулировать сАфлующимь обра- 
хх 
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зомъ. Функщональнымъ символомъ { мы выразимъ 
зависимость числа х оть чиселъ п, 4, е. ДалЪе, 
черезъ а _г (то п) мы выражаемъ ту мысль, что 
дЪлен1е числа а на п даетъ остатокъ г, при чемь г 
должно быть однимъ изъ чиселъ отъ 1 до п. Тогда 
напгь законъ выражается слЪдующимъ образомъ: 


аж Е(п, 4, е) — Е п 1, а, е-+ 1) (пода пП- 1. 


Въ видЪ примЪра мы приводимъ таблицы значе- 
шй х для 4=3, 4=4 и 4=9. Такъ какъ намъ посто- 
янно приходится лишь прибавлять 9 и либо вычиты- 
вать изъ суммы п или Эп и т. д., либо же вовсе 
оставлять сумму безъ перемЪны, то тамя таблицы 
легко писать непосредственно, безъ вспомогательныхъ 
вычисленй. ПослЪдовательные столбцы таблицы 
относятся къ различнымъ значенлямъ е, строки — къ 
различнымъ значенлямъ п. Числа, получаюпаяся оть 
послЪ довательнаго прибавлен1я 4, располагаются въ 
вид косыхъ столбцовъ, идущихъ сверху слЪва 
книзу направо. ЗамЪтимъ важное свойство этихъ 
таблицъ: п чиселъ, стоящихъ въ строкЪ, начинающейся 
съ опредЪленнаго значен1я п, непремЪнно` Жолжны 
заключать въ себЪ всЪ числа оть 1 до ®/ такь что 
ни одно число не можеть ветрчатьеЯУдважды въ 
одной и той же горизонтальной стреЪ. Это обстоя- 
тельство можеть служить вазжнейгь повЪрочнымъ 


средетвомъ при постепенномь\У5числени таблицы. 
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Первая таблица: 
4=3 


в [| е=1 |213 8156718 |9 а. 
О | | Е 
ны || ЗИ о 
ЕВЕ | ТМ ща 
В о. 
ЕЕ |3 И О О ИВ 
В | 
зи о пм | 
В база | || 
Г 3 мои 
м эо ии а || 
ИГ ое шы | |. 
02| 8 6 мото мыЬ 0. 
| Ш 2 м Же 


Если мы продолжимъ эту таблицу до п=30, 
то послЪдняя строка дасть намъ рЪшенте нашей 
задачи въ ея первоначальной формЪ, въ которой 
п=30, ае есть одно изъ чиселъ отъ 1 до 15. Мы тогда 
увидимъ также, въ какомъ порядкЪ 15 турокъ ВА’ 
брасываются за бортъ. ДЪйствительно, если мыбу- 
демъ продолжаль таблицу, то мы получимъ въ $трокъ, 
относящейся къ случаю п=30, слВдуюц” числа: 
908; 27,6, 16 26, © 10 в У Ь 93, 
ть 99, 17, №0 № ЖИ ты о 20.9. 
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Вторая таблица: 


1 


11 


6 


= — 


Третья таблица: 


| 
а 
ыы 
ЮВ 

| 
— 


| 
= А - 
А р м ее В ея М а м == 
И В О ПО О == Ги = 
= | | ее | з АР = 
И р. мы а 
ГЕ а 
0 | | = 
а: Гоа М м ^ ИТ г =. 
2 а = ВЫ о с 
рю О 
| || | | | | юр 
в а = 2 -1=| 
О О О О РР Я У ОЕ 
= Ее Е 
т И аа К о Е Са 
ви а == анны = 
В Го [в [а [ро [55 = ке [Ко | ен Ст 
ве | 
ме ||| [мо ооо осо 
=> 
я ||| + | | =- ЕЕ АГ 


АЯ 


Третья таблица рЪшаетъ всЪ вопросы; 5Фнося- 


т 


гредщеможимт, 


что въ классЪ, состоящемъ изъ 14 ученибовъ, дежур- 


ппеся къ случаю 9 =9. НапримЪръ, 


© С 
ный назначается слЗдующимъ образям?: выдЪ ляютъ 


и посябяЕИ остающийся 


каждый разъ девятаго, 
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получаетъ назначене; въ этомъ случаЪ дежурнымъ 
окажется шестой ученикъ, такъ какъ таблица даетъ 
намъ для случая п=14 и е = 14 число 6. 

Согласно только-что изложенному методу на- 
хождения чисель х, соотвЪтствующихъь даннымъ 
числамъ 4, п, е, необходимо сперва найти числа х 
для веЪхъ значенй, меньшихъ п, и лишь потомъ 
возможно узнать числа х, относяпаяся къ данному п. 
Спрашивается, не даетъ ли математика, способа для не- 
посредетвеннаго вычислен1я числа х = Ё(п, 4, е), соот- 
вЪътетвующаго даннымъ п, 4, е. Такое вычислене, дЪй- 
ствительно, оказывается возможнымъ. Чтобы сдЪлать 
понятнымъ рЪшен1е задачи о непосредетвенномъ 
нахожден1и числа х по даннымъ п, 4, е мы должны 
прелварительно объяснить слЪдующее. Какъ извЪст- 
но, геометрическимъ рядомъ (прогресаей) называ- 
ется рядъ чиселъ, изъ которыхъ каждое послЗдую- 
щее получается изъ непосредственно передъ нимъ 
стоящаго путемъ умножен1я на одно и то же число, 
на такъ называемый знаменатель прогрессти. 
Такъ, напримЪръ, 

2 4, 8.1022 < 
есть геометрически рядъ съ начальнымь ат 1 
п знаменателемъ прогресси, равнымъ 2. ть рядъ 


тб, 50. 95, ЗВ 6” 


есть геометрическай рядъ съ НАЧВЛЬНЫМт» членомъ 
16 и знаменателемъ прогресснё}. Если знаменатель 


— 171 — 


представляетъ собой не цЪлое число, но дробь, то 
и члены ряда, начиная съ нЪкотораго болЪе или 
менЪе удаленнаго оть начала члена, должны быть 
дробями, каковъ бы ни былъ первый членъ. Если 
мы всяюЙ разъ, когда въ этомъ случаЪ получается 
дробь, будемъ зам$нять е ближайшимъ бдоль- 
шимъ ц%лымьъ числомъ, и затЬмъ это послЪднее 
будемъ также умножать на знаменатель прогрессети, 
чтобы получить слЪдуюпий членъ, то мы будемъ 
имЪфть рядъ, состояпий исключительно изъ цфлыхь 
чиселъ; такой рядъ, который уже не есть точная 
геометрическая прогресаяя, мы будемъ называть 
цълочисленнымтъ рядомъ. Для большей яс- 
ности мы приведемъ нзеколько такихъ рядовъ; пусть 
а обозначаетъь начальный членъ, 4 —постоянный зна- 


менатель: 

1. а=1, а=4 даеть: 1, 2, 3, +, 6, 8, 11, 15, 20, 21, 
2. а= 10,4=11 даетъ: 10, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 24, 27, 
3. а=25,4=6 даеть: 25, 30, 36, 44, 53, 64, 77, 93, 


Установивъ поняте о цфлочисленномъ рядЪ, мы 
можемъь слЪдующимъ образомъ представить полу. 
ченное авторомъ рЪшене вопроса о непоесредетвеа“ 
номъ вычислении значешя х = (п, 4, е) по дав 

© 


п, 4 е: 
с 


„Вычитываемъ е изь п, умножае\” разность 
на Я п кь произвеленлю прибавляемъ }х ЗатЪмъ мы 
составляемъ цЪлочисленный рядъка». которомъ на- 


В 


чальный членъь равенъ полученной суммЪ, а знаме- 


натель равенъь . ЛалБе мы находимъ наиболь- 


Пан 
ий членъ этого ряда, не превышаюций произ- 
веденая ап. Увеличенная на 1 разность между най- 
деннымъ членомъ и указаннымъ пропзведентемъ и 
даетъ намъ всегда искомый нумеръ мЪста х“. По- 
яснимъ сказанное примЪрами: 

1. 4=3, п = 14+, е= 13. ИмЪемъ, слЪдовательно, 
14 точекь и считаемъ всяк! разъ до 3; спрашива- 
ется, какая точка будетъ вычеркнута предпоелЪл- 
нею. Начальный членъ равенъ @9(п—е) |1 = 


—=3. (14—13) -1=4. Постоянный знаменатель ра- 
( 3 3 
вень —=—-=— = 
> — 1 2 
долженъ превышать выбираемый членъ цБлочи- 


‚ произведене п, котораго не 


сленнаго ряда, равно 3.14 =42. Итакъ, рядъ нашъ, 
начинаюцийся числами 4, 6,..., нужно продолжать 
до тЪхъ поръ, пока не получимъ чиела, превышаю- 
щаго 42. Мы будемъ имЪть рядъ 


л 6 9, 14, 21, 82, Пе 


Такъ какъ 43 уже больше 42, то напбожбешагь 
членомъ, не превышающимъ произведен1 "бей, явля- 
ется число 82. Теперь мы находимъ 9. 3211 = 
—=42 —32--1=11. Итакъ, 11-ая точёё” вычеркива- 
ется предпослЪднею. Этоть же результать мы мо- 
жемъ получить при помощи цеЗВой изъ нашихъ 
трехъ таблиць, если мы продожимъ въ ней косую 

У 
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строку предпослЪднихъ чиселъ. Тамъ мы Находимъ 
число ®Ф при п=12 и е=1|; слЪловажельно, для 
п = 13 ие=12 мы найдемъ число 8 и, наконецъ, 
для п=14 и е= 13 получимъ число 11, что и под- 
тверждаеть полученный нами результатъ. 

2. 4=10, п=8, е= 8. ИмЪемъ, слЪдовательно, 
на окружности 8 точекъ, считаемъ, начиная отъ пер- 
вой точки, всяюмй разъ до 109, вычеркиваемъ каждую 
десятую точку и продолжаемъ этотъ процессъ, пока 
не вычеркнемъ всЪхь точекъ, при чемъ вычерки- 
ваемая точка уже не принимается въ счетъ. Спра- 
шивается, которая изъ 8 точекъь будеть вычеркнута 
послЪдней. ЗдЪеь начальный члень а(п—е)- 1 


равенъ 1, а постоянный знаменатель равенъ —-——- = 


—_ 10 
— . Мы можемъ начать рядъ прямо съ 9, 10,... 


такъ какъ предшествуюпие члены непремЪнно бу- 
дуть меньше 9. Такимъ образомъ мы получимъ: 


9, 10, 12. с, 20 25556 25. 33, 37, 
2, АТ, 53, 59, 66, 74, 83, . 


Произведене @п= 30. Поэтому мы должна > 
взять членъ 74. Такъ какъ 80 — 74 - 1=7, то 2 
мая точка вычеркивается послЪдней. — е? 

3. Возвращаясь къ задачЪ въ ея пеуцойачаль- 
номъ видЪ, найдемъ, какое мЪсто заним®ть турокъ, 
который былъ брошенъ за борть посзЪЖнНимЪ. ЭдЪеь 
(=9, п=30, е—= 1 Ш чалный а 4(п— е) + 1 
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равенъ 9.15--1 или 136; постоянный знаменатель 
равенъ 3; произведен1е, котораго не долженъ пре- 
вышать нужный намъ членъ ряда, равно 270. 


ИмЗЪемъ рядь: 
196. 153, 173, 195, 220, а 


Итакъ, мы должны взять отсюла число 248; 
210—248 {+ 1=23; слЪдовательно, послЪдн1й турокъ, 
брошенный черезъ бортъ, занималъ 23-ье мЪето; 
такой же результать даетъ рядъ чиселъ, который 
мы указали выше для случая 9 = 9 и п= 30. 

4. Ршимъ еще вышеупомянутую задачу, по- 
мЪченную въ сборникЪ загадокь Фрейнда номе- 
4—10 ие принимаетъ всЪ 


значен1я отъ 1 до 16. Если мы обозначимъ черезъ х,, 


Х., хз,..., Х46 Значенля х, соотвЪтетвующия значенямъ 
—=1, 2, 3,..., 16, то для нахождевмая чисашь х,, 
х.,..., Х6 Мы должны построить цЪлочиеленные 


ряды, которые всЪ имЪютъ одинаковый знамена- 


10 


’ и соотвЪтетвенно слЪ$дуюшае начальные 


тель 


члены: 


01, 9291, 231...) 
311, 301, 291, 281 161 5 


Произведене, котораго не должны превышать 
выбираемые члены рядовъ, здЪеь равно320. По- 
этому х, =1-- 320 — 311 = 10, х, =1--33%0^—301=20, 
х. =1--320 — 29] =30; этотъ резу ъ легко было 
получить непосредственно. Чтобы \Майти числа х,, 
мы должны разомотр5$ь нижеслЪ дуюцле 


5 91а 16} 
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цЪлочисленные ряды. Вычитывая послфдейя числа 
этихъ рядовъ всяюй разъ изъ одного и того же 


числа 1-- 320, мы получимъ значетя х,, х,,... х,с. 
О. ам... ..- Хх, — 301—313 = 8 
Ро .....й......В. х, = 321 — 302 = 19 
ео ....№. Х; — 926 — 290 —31 
о ЮО. +. м. ‚.б.х — 310=м 
о... о... и. х, = 321 — 298 = 23 
О 2 318. о -..... 5.5 = 21 — 318 = 3 
РТ па, 30 ...+-....... Хо = 321 — 305 = 16 
2 292. з.ы... . -. х,, = 321 — 292 —=29 
29], 224 249, 277, 368 5... ух... х.. — 321 — 308 = 13 
М Пе 2 .....е. Х,; = 321 —= 294 = 27 
№1 202 205, 250, 28 19......х = 1 +309 —=12 
7 180, 212 2062 ..... х,. —= 321 — 293 = 28 
161, 179, 199, 222, 247, 215, 306... .х,; = 321 — 306 = 15. 


Теперь мы можемъ представить положене 61- 
лыхъ и негровъ другь относительно друга посрел- 
ствомъ слЗдующей схемы, въ которой буквы б пи 
обозначаютьъ соотвЪтетвенно МЪсто, занимаемое 61- 


лымъ и негромъ: 


ббнбобоонбннннонн 
ббннббнбббнннныб6. у 


Въ заключен1е замЪтимъ еще, что въ я 
4 =2 постоянный знаменатель ряда равенъ 2 2, 
такь что мы получимъ настоящую геометрическую 
прогреес1ю; благодаря этому обстоятельсеву’ чрезвы- 
чайно облегчается вычислее того члена ряда, ко- 
торый нужно вычесть изъ числа АЕ Если 4=2, 
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и, кромЪ того, е=п, то приходится лишь вычесть 
изъ числа 2п +1 ближайшую меньшую степень чп- 
сла 2. Если, напримЪръ, считаются 100 человЪкь, 
при чемъ всяюй разъ считаютъ только до двухъ, 
то для вычиеслен1я нумера мЪста, занимаемаго тЪмъ, 
кто въ концЪ останется въ единственномъ числЪ, 
нужно вычесть изъ 201 ближайшую меньшую степень 
числа 9, т. е. 128. Такимъ образомъ мы найдемъ, 
что занимаюцИй 73-ье м%Ъото останется въ концЪ 
одинъ. 


в 19. 
Магичесне квадраты. 


А. Введеше. 


Первый магическай квадратъ, который мы ветр\- 
чаемъ въ христанскихъ западныхъ странахъ, при- 
ложенъ, какъ аттрибулъ, кь гравюрЪ Альбрехта 
Люрера, которая называется „меланхол1я“, Этотъ 
квадратъ имЪетъ слВдуюций видь: 


Такое расположеше 16 чиселъ отъ 1 де. 26 
отличается замЪчательнымьъ свойствомъ: бу ли 
мы складывать четыре числа любого изъ ®@®тТырехъ 
горизонтальныхъ рядовъ, пли же четыре >Числа лю- 
бого изъ четырехъ вертикальныхь Ядовъ, или, 


наконецъ, четыре числа каждаго Е двухъ даго- 
р 
,, 
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нальныхъ рядовъ, — мы во веЪхъ этихъ случаяхь 
будемъ получать одну и ту же сумму 34. Вообще 
магическимъ квадратомъ называется ква- 
драть изъ п Х п квадратныхъ полей, въ которыхъ 
п Х п чиселъ, —чаще всего числа отъ 1 доп Хх п, —рае- 
положены такимъ образомъ, что сумма п чиселъ въ 
каждомъ горизонтальномъ, вь каждомъ вертикаль- 
номъ и каждомъ дагональномъ ряду равна одному 
и тому же числу. Эта задача, относящаяся къ фигурЪ, 
имЪъющей видъ шахматной лоски, такъ же какъ и сама 
шахматная игра, вЪроятно, индусскаго проиехожде- 
ня. Во всякомъ случа эта задача была хорошо 
извЪстна арабамъ, къ которымъ она, вЪроятно, 
перешла отъ индусовъ. Благодаря арабамъ маги- 
ческле квадраты стали извЪетны въ Восточной Рим- 
ской Имперли. Наконецъ, со времень Альбрехта 
Люрера ученые Западной Европы тоже занялись 
методами получен1я подобныхъ квадратовъ. Самый 
старый и простой магическ1Й квадратъ содержитъ 
9 чиселъ отъ 1 до 9, расположенныхъ въ квадратЪ 
такимъ образомъ, что сумма чиселъ каждаго гори- 
зонтальнаго, вертикальнаго и длагональнаго , Вяда 
равна одному и тому же числу 15. Этотъ хвадратъ 
имЪетъ слЪдуюпий видъ. 9 


ЗдЪеь на самомъ дЪлЪ 6-14 8=745-3= 
21914=6 7-2 =1-+5-9=8-+3-+4=6-5-4= 
8+5+2=15. Легко доказать математически, что 
вс магическле квадраты изъ чиселъ отъ 1 до 9 
должны имЪть число 5 въ середин%, а четныя числа — 
въ четырехъ углахъ, такъ что возможны лишь 8 
такихъ магическихъ квадратовъ; при этомъ любой 
изъ нихъ даетъ всЪ прозе, если мы будемъ все- 
возможными способами вращать его или перевора- 
чивать. Изъ квадрата Дюрера съ числами отъ 1 
до 16 можно получить еще множество другихъ магп- 
ческихъ квадратовъ путемъ методическихъ переста- 
новокъ. Самый простой способъ полученя магиче- 
скаго квадрата съ числами оттъь 1 до 16 состоитъ вь 
слЪдующемъ. Написавь эти числа сперва въ и 
натуральномъ порядкЪ, т. е, слЪдлующимъ обравомт: 


х 0% 


мы оставляемъ на занимаемыхъ ими мЪстахъ числа 
1, 4, 13, 16 въ четырехъ угловыхъ клЪткахъ п 
чиела 6, 7, 10, 11 въ четырехъ среднихъ клЪткахъ, 
но вмЪсто каждаго изъ прочихъ чисель пишемъ 
число, которое получается при вычитанйи этого числа 
изъ 11, а именно 15 вмЪето 2, 14 вмЪето 3, 12 вм3- 
сто 5, 9 вмЪето 8, 5 вмЪето 12, 3 вмЪето 14 и? 
вмЪето 15. Такимъ образомъ мы получимъ слЗду- 
юиий магическй квадратъ. 
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ВсЪ вертикальные ряды этого квадрата, равно 
какъ горизонтальные и дагональные, даютъ одну 
и ту же сумму 34. Кь этому свойству присоеди- 
няется еще замЪчательная особенность, состоящая 
въ томъ, что всяюя четыре числа, расположенныя 
вокругъ средины въ видЪ квадрата или прямоуголь- 
ника, даютъ въ суммЪ число 84,—напримЪръ, 1, 4, 
13, 16, или 15, 14, 3,2, или 12, 9, 8,5, или 6, 1, 
10, 11, или 15, 9, 8, 2, или 14, 12, 3, 5. Этотъ ква- 
дратъ получается изъ квадрата Дюрера, если 
переставить въ послЪднемъ два средне вертикаль- 
ные ряда одинъ на мЪсто другого. 

В. Старые способы составленйя магическихъ ква- 
дратовъ съ нечетнымъ числомъ клЪтокъ. 

Уже въ древности были извЪфетны правила для 
построен1я магическихъ квадратовъ, содержащихъ 
болЪе, чёмъ 3ЖЗ и чфмь 4Ж4, клЪтокъ. Прежде 
всего можно легко вычислить сумму, которую должны 
давать числа каждаго ряда при данномъ числ\ 
клЪтокъ. Если числа отъ 1 до п? должны образо- 
вать магическй квадратъ п постояная сумма чиселъ 
въ каждомъ ряду есть х, то сумма веЪзхъ чиселъ отъ У 
до п? должна быть равна х.п. Но, какь изв ЪЕеНО, 
для получешя суммы всЪхь чиселъ отъ, або т, 
нужно ш умножить на ближайшее А число 
ш-+ Ти взять половину произведения. Фаримтъ обра- 
зомъ, х.п = 117 (02 -- 1), или уж 
$ 


== уп (12 -- 1). 
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Отсюда слЪдуетъ, что х = 15, если п.= 3; х = 34, если 
п —=4: х=65, если п=5; х = 111, если п = 6; х = 115, 
если п=7Т; х = 260, если п=8; х= 369, если 
ПА Хх 005, если п= 10; х=671 Пееш п -1, 
ит. м. 

ДЛошедшее до насъ по преданшю изъ Индш 
правило для построен1я магическихъ квадратовъ съ 
нечетнымъ числомъ клЪтокъ въ каждомъ ряду 
можно выразить слЪдующимъ образомъ: 

„СлЪдуеть написать число 1 въ срединЪ верх- 
ней строки и число 2 въ самой нижней клЪткЪ 
слЪдующаго справа столбца; затЪмъ дальнЪйпия 
числа слЪдуетъ писать въ ихъ натуральномъ по- 
рядкЪ въ направлени длагонали вправо и кверху: 
по достижении праваго края слЪдуетъ продолжать 
съ лЪваго конца ближайшей выше лежащей строки, 
& по достижении верхняго края слЪдуетъ пролол- 
жать съ нижняго конца ближайшаго столбца, стоя- 
щаго рядомъ справа; встрЪтивши уже заполненную 
клЪтку, мы должны вмЪето этой клЪтки заполнить 
ту, которая находится непосредственно подъ по- 
слЪднею заполненною“. 

Такимъ образомъ составленъ, наприм ру слЪ- 
дуюций магическй квадратъ изъ чиселъь ФЬ 1 до 
тЖтТ; сумма чиселъ каждаго ряда рб, какъ 


видимъ, 1715. №7 


Хх 
кс 


У 


ЛальнЪйшимъ развитемъ теорли магическихъ 
квадратовъ и методовъ составленля ихъ мы обязаны 
византйцу Мошопулу (Мо$сНориюо$), жившему въ 
ХГУ столЪми, и затЪмъ еще знаменитому калькуля- 
тору Адаму Ризе и математику Михаилу Шти- 
фелю: послЪдн1е оба жили въ срединЪ ХУТ ето- 
лЪтя. Въ ХУП столЪиа магическими квадратами” 
занимались Баше де Мезирьякъ и А ван аоФИ 
Кирхерьъ (Киспег). Наконецъ, около 1700 г. чеюрая 
магическихъ квадратовь сдЪлала значижольные 
успхи благодаря франиузекимъ малемативамъ Де- 
лагиру (Ше 1а Ние) и Совёру Фамуеш). Въ 
новфйшее время математики мень занимались 

«У 
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магическими квадратами, какъ и вообще подобнаго 
рода математическими развлеченями. Однако же въ 
1832 г-нь Шеффлеръ (ЗсВеШег, въ Брауншвейг») 
собралъь изелЪдован1я о магическихъ квадратахъ, 
—какъ собственныя, такъ и друмя,— въ особую книгу. 

Среди различныхъ методовъ составлен1я маги- 
ческихъ квадратовъ съ нечетнымъ числомъ клЪтокъ, 
кромЪ разобраннаго выше, такъ называемаго индус- 
скаго метода, весьма извфетень еще и слБдующш 
методъ: Пишемъ числа въ ихъ натуральной поелЪ- 
довательности въ дагональномъ направленпи слЪ- 
длующимъ образомъ: 
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Заполнивъ такимъ образомъ 25 клЪтокь ква- 
драта, состоящаго изъ 49 клЪтокъ, мы, не м%Ъняя 
взаимнаго расположен1я шести чиселъ, находящихся 
снаружи у каждой изъ четырехъ сторонъ квадрата, 
помфщаеме эти шесть чиселъ какъ разъ въ неза- 
полпенныхъ шести клЪткахъ квадрата, находящихся 
у противоположной стороны его. По этому способу 
Баше де Мезирьяка составлень слфдуюцщий 
магическлй квадратъ изъ чиселъ отъ 1 до 49. 


С. Новые способы составлен1я квадратовъ 6 не- 


четнымъ числомъ клЪтокъ. 
К. х 


Является вопросъ, нфть ли болфе.&бщихъ ме- 
тодовъ составлен1я, которые по возмо сти давали 
«с 


— 186 — 


бы намъ всЪ магичесве квадраты съ даннымъ чи- 
сломъ клЪтокъ. Делагиръ первый указалъ такой 
обиий методъ составленая квадратовъ съ нечетнымъ 
числомъ клЪтокъ, а ггнъ Шеффлеръ усовершен- 
ствовалъ этотъ методъ въ своей книгЪ, о которой 
мы говорили выше. Чтобы познакомиться съ этимъ 
методомъ, мы сперва возьмемъ въ вид примЪра 
квадратъ изъ 5 Хх 5 клЪтокъ. Составимъ сначала два 
вспомогательныхъ квадрата. Въ первомъ напишемъ 
пять разъ числа отъ 1 до 5, во второмъ числа, 
кратныя 5, а именно: 0, 5. 10, 15, 20. Яено, что 
сложен1е каждаго изъ чиселъ отъ 1 до 5 съ каж- 
дымъ изъ чиселъ О0, 5, 10, 15 и 20 даеть веЪ 25 
чиселъ отъ 1 до 25. Если 4 есть частное иг есть 
остатокъ оть дфлен1я на 5 положительнаго цЪлаго 
числа а = 25, то а=4а.5--г, гдВ 4.5 есть одно изъ 
чиселъ 0. 5, 10, 20, а г есть одно изъ чиселъ 1, 2, 
3, 4 (или 5, если будемъ допускать остатки, равные 
дЪлителю). Задача сводится теперь къ слЪдующему: 
нужно распредЪлить числа въ обоихъ вспомогатель- 
ныхъ квадратахъ такимъ образомъ, чтобы при сло- 
жен!и чисель въ двухъ соотвЪтственныхъ кл&зжкахъ 
обоихъ квадратовъ дЪйствительно получал $0ь каж- 
дое изъ чиселъ отъ 1 до 25 одинъ и домко одинъ 
разъ и чтобы въ каждомъ горизонтали ом, верти- 
кальномъ и д1агональномъ ряду эго изъ вепо- 
могательныхъ квадратовъ находались всЪ№ пять чи- 
селъ, соотв тетвующихъ этому ВВидралу. Тогда сумма 
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чиселъ каждаго ряда въ квадратЪ окажется равной 
65, потому что числа оть 1 до 5 дають въ суммЪ 
15, а сумма чиселъ 0, 5, 10, 15 и 20 равна 50. 
Чтобы получить указанное распредЪлевнле чиселъ, 
мы представляемъ себЪ числа 1, 2, $3, 4, 5 (или 
0, 5, 10, 15. 20) расположенными въ круговомъ по- 
рядкЪ, т.е. мы предполагаемтъ, что за числомъ 5 слЪ- 
дуетъ 1, и пишемъ эти числа, начиная отъ какого- 
нибуль, либо по порядку, либо перескакивая постоянно 
черезъь одно или черезъ два и т. д. Такимъ путемъ 
мы получимъ циклы первыхъ четырехъ порядковъ. 
НапримЪръ, числа 8, 4, 5, 1, 2 составляютъ циклъ 
перваго порядка, числа 2, 4, 1, 3, э—циклъ второго 
порядка, числа +, 2, 5, 3, 1—циклъ третьяго по- 
рядка, 1, 5, 4, 3, 2—циклъ четвертаго порядка. Со- 
ставляя оба вспомогательныхЪ квадрата, мы должны 
прежде всего слЪдить за тфмъ, чтобы во веЪхъ го- 
ризонтальныхъ рялахъ циклы были одного и того 
же порядка; то же самое должно имЪть мЪето и въ 
вертикальныхъь рядахъ, но циклы горизонталей 
должны быть не такого порядка, какъ въ вертика- 
ляхъ. Тогда остается лишь размфФетить числа такъ, 


тельнаго квадрата въ другомъ были отне с аелы 
(т. е. занимали соотвЪтетвенныя клЪтки) не Эзвина- 
ковыя, но различныя числа. Можно напри- 
мЪ$ръ, составить два слЪдующихъ вепомерательныхъ 
В <, 
квадрата; р. 
др Я 


< 


чтобы къ одинаковымЪъ числамъ одного ОО 
А 
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Складывая попарно всЪ числа, написанныя въ 
одинаково расположенныхъ кл?Ъткахъ обоихъ ква- 
дратовъ, мы получимъ слЪфдующ магическй ква- 
дратъ изъ чиселъ отъ 1 до 25. . 


Понятно, что такимъ образомъ можно составить 
очень много магическихъ квадратовъ съ 5 Ж `АбюлтЪт- 
ками: нужно лишь заполнить клЪтки обомхт, вепо- 
могательныхъ квадратовъ всевозможнымйяпособами, 
удовлетворяющими указаннымъ требовашямъ. Со- 
ставленные такимъ образомъ квадфаты имфють еще 
то особенное свойство, что кажд\»я пять чиселъ, за- 
полняющихъ два ряда, кота расположены па- 

№ 


$ 
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раллельно одной изъ дагоналей съ различныхъ сто- 
ронъ ея, также даютъ вь сумм число 65,—напри- 
мврь, Зи 94, 20, 11 Т ны ББ Оф а 10. 
Итакъ, сумма 65 встрЪчается въ такомъ квадратЪ 
въ общемъ 20 разъ: въ пяти горизонтальныхъ и 
пяти вертикальныхъ рядахъ, въ двухъ дагональ- 
ныхъ рядахъ и, наконецъ, въ восьми (т. е. дважды 
четырехъ) парахь рядовъ, параллельныхъ длагона- 
лямъ. Г-ньъ Шеффлеръ доказалъ, что обратно, 
всяюмй магическй квадратъ, удовлетворяющий веЪмъ 
этимъ условямъ, можеть быть составленъ указан- 
нымъ образомъ изъ двухъ вепомогательныхъ ква- 
дратовъ. Въ связи съ той особенностью, что сумма 
всякихъ пяти чиселъ, заполняющихъ два ряда, па- 
раллельныхъ длагонали, также равна 65, находится 
еще и слфдующее свойство этихъ же магическихъ 
квадратовъ: если мы рядомъ съ такимъ квадратомл, 
съ боковъ, сверху и снизу, будемъ снова повторно 
писать этотъ же квадратъ, то любой квадратъ изъ 
5 Х 5 клЪтокъ, произвольно выдЪленный нами, тоже 
предетавляетъ собой правильный магичесюй ква- 
дратъ. НапримЪръ, если мы продолжимъ предыду- < 
ий магичесяй квадратъ вправо и внизъ, то мар 
получимъ слфдующую фигуру: ©) 
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Каждый квадратъ изъ 5 х5 клЪтокъ (напри- 
мЪръ, оба жирно окаймленные квадрата) обладаетъ 


тЪми же магическими свойствами, & именно: посто- 
янная сумма 65 получается въ немъ 4 Х 5 способами. 

Тоть же самый способъ, съ помощью котораго 
мы только-что составили магическе квадраты изъ 
5 Х5 клЪтокъ, легко даеть намъ и квадраты изъ 
пЖп клЪтокъ, гдЪ п есть какое-нибудь нечетное 
число, большее 5. Въ видЪ примЪра съ сравнительно 
большимъ чиесломъ п мы прилагаемъ здЪеь ква- 
дратъ съ 11Х 11 клЪтками, составленный ое 
методу Делагира изъ двухъ вопомдкательныхт 
квадратовъ. Въ первомъ вопомогалельмть квадрат 
вмЪето чиселъ 1, 2, 3, 4, 5 нужно ме, конечно, 
числа отъ 1 до 11. Во втором вепомогательномъ 
квадратЪ пишутъ чпела 0, а 33, 44, 59, 66, 
о 0. кс 
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Первый вспомогательный квадратъ. 
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Второй вспомогательный квадратъ. 
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р. Квадраты съ четнымъ числомъ клЪтокъ. 


Ло сихъ поръ мы познакомились всего лишь 
съ однимъ квадратомъ, имъющимъ четное число 
клЪтокъ,—съ квадратомъ съ 4Ж4 клЪтками. Для 
составлення подобныхъ квадратовь съ большимъ 
числомъ клЪтокъ служать особые методы, боле 
сложные, чф$мъ въ случаф нечетнаго числа ав: 
токъ. Но и здЪсь, какъ и при составлен1и кавлрата 
съ 4 Х4 клЪтками, мы исходимъ изъ натуИ@льнаго 
ряда чисель и затЪмъ вмЪето нЪкотормх чиселъь 
беремь дополнешя ихъ до опредЬхеннаго числа 


о 10 
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(напримЪръ, въ квадратЪ съ 4Ж4 клЪфтками это 
число есть 17), а друмя числа подвергаемъ пере- 
становкамъ. НапримЪръ, чтобы составить магичесяй 
квадратъ съ 6 Ж6 клЪтками, слЪдуетъь размЪстить 
ВЕ агональныхъ клЪткахъ ТЪ числа, которыя 
находились бы тамъ, если бы мы размЪетили въ 
квадратЪь вс 36 чисель въ натуральномъ по- 
рядкЪ; затЪмъ вмЪето чиселъ, соотвЪтетвующихъ 
прочимъь клЪткамъ, беремъь дополнешя ихъ до 
37 и, наконецъ, дЪзлаемъ 6 перестановокъ. Кавмя 
именно перестановки паръ чиселъ, стоящихъ въ 
симметричныхъь клЪткахъ, необходимо сдфлать для 
полученая постоянной суммы во всЪхъ рядахъ въ 
случаЪ совершенно произвольнаго четнаго числа 
клЪтокЪъ,—это легче узнать эмпирическимъ путемъ, 
чЪмъ при помощи весьма сложнаго правила, кото- 
рое указаль Делагиръ. Мы поэтому прилагаемъ 
здЪеь магическе квадраты съ 6 Х 6, 8 ХЗ8и 10х 10 
клЪтками. Во веБхъь этихъ примфрахь въ дщагона- 
ляхъ стоятъ числа, которыя должны были бы тамъ 
находиться, если бы веЪ числа были размЪщены въ 
квадратЪ въ натуральномъ порядкЪ. Въ очихъ 
клЪткахъ нужно написать дополненя соотбфтотвую- 
щихь чиселъ до 40° | 1, предполагая, Е квадрать 
содержить 21п.2п клЪтокъ. ЗатЪмъ оно сдфлать 
перестановки; изъ разсмотрЪн1я пр®тагаемыхтъ ква- 
дратовъ легко узнать, каковы о быть эти пе- 
рестановки. < 
о 
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6 Х 6 кл$токъ. 


1 | 35343132 
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Замътимъ, что, хотя въ составлены ®Ъ такимъ 
Кале С 
путемъь магическихъ квадратахъ съСчетнымь чи- 
«5$ 10% 
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сломЪъ клЪтовЪ числа въ обЪфихъ лагоналяхъ и даютЪ 
требуемую сумму, но этого нельзя уже сказать о 
какихъ-нибудь двухъ рядахъ съ 2п клЪтками, ле- 
жащихъ параллельно длегонали по обЪимъ сторо- 
намъ ея. Оказывается даже, что при четномъ числ клЪ- 
токъ вообще невозможно удовлетворить услов!ю, 
чтобы два ряда, параллельные длагонали, тоже да- 
вали постоянную сумму. 


10 Х 10 кл$токь. 
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КромЪ изложеннаго закона составленля квадра- 
товь съ четнымъ числомъ клЪтокъ, есть еще и дру- 
т1е законы, которые тоже даютъ правильные магн- 
ческле квадраты, но разсмотрЪн1е этихъ законовъ 
заняло бы у насъ слишкомъ много мЪета. Число 
всевозможныхъ магическихъ квадратовъ при дан- 
номъ числЪ клЪтокъ оказывается весьма большимъ. 
Высчитали, напримЪръ, что при 4Ж4 кл%Ъткахъ 
возможны 880 магическихъ квадратовъ, при 6 Х 6 
же клЪткахъ число магическихъ квадратовъ дохо- 
цить уже до многихъ милллоновъ. Число магиче- 
скихъ квадратовъ съ нечетнымъ числомъ клЪтокъ, 
которые получаются по методу Делагира, тоже 
весьма быстро возрастаетъ. НапримЪръ, число маги- 
ческихъ квадратовь съ 7 ЖТ клЪтками достигаеть 
363 миллюновъ и 916 800. 


Можно поставить вопросъ, нельзя ли примЪ нить 
и къ случаю четнаго числа клЪтокъ методъ полученя 
магическихъ квадратовъ, основанный на составлени 
двухъ вспомогательныхъ квадратовъ. Оказывается, 
что при 2п=4 можно, дЪЙствительно, составить два 
вспомогательныхъ квадрата такимъ образомъ, чтобы 
въ каждомъ ряду одного находились числа 1, 27}, 
4, а въ каждомъ ряду другого—чиела 0, 4 5% ых, 
и чтобы всЪ пары одинаково расположен ув кл}- 
токъ содержали различныя между собой, ‚сочетаня 
одного изъ чиселъ 1, 2, 3, 4 съ одниавь изъ чиселъ 
0, 4, 8 и 12, Этими свойствами отлйчаются оба сл}- 
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дуюпие вспомогательные квадрата, при помощи ко- 
торыхъ составленъ находяпийся подъ ними маги- 
ческ1Й квадратъ. 


даютъ:. 


Существованемъ такихъ двухъ вопомогатель- 
ныхь квадратовъ можно воспользоваться для одной 
интересной группировки картъ. Условимся относить 
числа 1, 2, $3, 4 соотвЪтетвенно къ тузу, валету, 
дамЪ и королю, а числа 0, 4, 8, 12 отнесем %еоот- 
вЪтственно къ мастямъ „бубны“, „черви“, вйлки“ и 

„трефи“; при такомъ условия сляне ‚оббихъ вепо- 
могательныхъ квадратовъ въ одинъое нонОЩЕния 
соотвЪфтетвуеть расположеню 4 т ь 4 валетовъ, 
4 дамъ и 4 королей въ вилъ Ру драта, въ кото- 
ромъ каждый горизонтальный: вертикальный и д1а- 


гональный рядъ содержитъ По одному и только но 
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одному представителю отъ каждой изъ четырехъ 
фигуръ и четырехъ мастей. Это видно изъ слЪдую- 
щей фигуры, въ которой буквы БВ, Ч, П, Т обозна- 
чаютъ соотвЪтетвенно масти бубны, черви, пики и 
трефи, а приставленныя къ нимъ указатели 1, 2, 
3 и 4 относятся соотвЪтетвенно къ фигурамъ—тузъ, 
валетъ, дама и король: 


[р 
= 
= 
ы 


п, и Б, Ч, 
т п, Ч, Б, 


Если мы попытаемся составить два такихъ 
вспомогательныхъ квадрата для случая п = 6, то 
окажется, что легко распредЪлить надлежащимъ 
образомъ въ одномъ квадратЪ числа 1, 2, $3, 4 5, 6, 
а въ другомъ квадратЪ — числа 0, 6, 12, 18, 24, 30, 
но никакъ не удается вписать въ 36 одинаково. “у 
расположенныхъ клЪткахъ веевозможныя парная” 
соединенля чиселъ 1, 2, 3, 4, 5, 6 съ числами $, 6, 
12, 18, 24, 30. Напротивъ, для всякаго четнах "числа 
клЪтокъ, превышающаго 6, можно состав\\ЖЬ вепомо- 
гательные квадраты, которые облада воЪми свой- 
ствами, необходимыми для того, ч®бы изъ этихъ 
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двухъ квалратовъ можно было получить магическй 
квадратъ. Но эти вспомогательные квадраты полу- 
чаются гораздо труднЪе, чЪмъ въ случаВ нечетнаго 
числа клФтокъ: составить такую пару квадратовъ 
представляется очень утомительнымъ и удается 
лишь послЪ многихъ испытан1й. Автору этой книги 
удалось составить подобныя пары вспомогательныхъ 
квадратовъ для случая 2п =8. Каждая такая пара 
представляеть собой рЪшеше сл$дующей задачи: 
написать въ 64 клЪткахъ шахматной доски 64 соче- 
таня восьми чисель отъ 1 до 8 съ восемью бук- 
вами оть а до В такимъ образомъ, чтобы веЪ 8 ря- 
довъ слЪва направо, ве 8 рядовъ сверху внизъ 
и ОбЪ дагонали заключали въ себЪ по одному и 
только по одному разу каждое изъ 8 чиселъ и каж- 
дую изъ 8 буквъ. Эта задача рЪшается слВдую- 
щей фигурой: 
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Е. Магическ!е квадраты съ числами года. 


Ло сихъ поръ мы говорили только о такихъ 
магическихъ квадратахъ, которые содержатъ п? чи- 
селъ отъ 1 до п?. Можно, конечно, поставить себЪ 
задачу написать въ клЪткахъ какя-нибудь друмя 
п? чиселъ; но такля числа должны, разумЪфется, на- 
ходиться въ какой-нибудь связи другъ съ другомъ. 
НапримЪръ, если вмЪсто чиселъь отъ 1 до п? возь- 
мемъ степени отъ а! до а", то мы получимъ маги- 
ческ1й квадратъ, въ которомъ постоянную величину 
имфеть не сумма, но произведене вефхъ чиселъ 
каждаго ряда. СлЪдуюций квадрать полученъ та- 
кимъ епособомъ изъ магическаго квадрата съ 3Х 3 
клЪтками, при чемъ а=%. 


о @\о 
ЗдЪсь всЪ ряды даютъ одинаковое произведе- 


не 21? = 32768. Еще бол1,е простой способъ аклю- 
чается въ томъ, что къ каждому числу ‚ оббжновен- 
наго магическаго квадрата прибавляется\дно и то 
же число Б. Въ этомъ случаЪ мы 6 гъ имЪть въ 


квадратЪ всЪ цфлыя часла оть Ф-Т до Б-- и, 
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При этомъ легко устроить, чтобы сумма во веЪхъ 
рядахъ была равна напередъ заданному числу, по- 
чему-либо интересующему насъ,—напримЪръ, числу 
какого-нибудь года. Число п клЪтокъ, прилегаю- 
щихъ къ каждой сторонЪ квадрата, прибавляемое 
число Б и сумма $, которую мы желаемъ имЪть, 
связаны между собой уравненемъ, которое легко 
можно составить. Выше мы показали, что въ обык- 
новенномъ магическомъ квадратЪ сумма чиселъ въ 
каждомъ ряду должна быть равна 1 п (п* -- 1). Но въ 
данномъ случаЪ въ каждомъ ряду сумма увеличена, 
на п.б; поэтому 


=1 1 (1-1) пб, 


Отсюда слЪдуетъь, что, если число п нечетное, 
то оно должно быть дЪлителемъ числа 3. Если п 
число четное вида 9.ш (ш — нечетное число), 
оказывается, что число $ должно имЪть дЪлителя т 
и дЪълителя 2“. Такъ какъ число 1897 дЪлится на 
7, то возможны магическе квадраты съ 7 ХТ клЪт- 
ками, даюцпе во всЪхъ своихъ рядахъ сумму 2897. 
ЛалЪе, такъь какъ 1898 дЪлится на 13, то ворможны 
магическле квадраты съ 13Х 13 клткамуйс) цаюпие 
вездЪ сумму 1898. Чтобы получить квадратъ съ по- 
стоянной суммой 1897, придется п ить къ каж- 
дому числу обыкновеннаго оточеВра квалрата съ 
49 клЪтками число 246. Для ибдучен1я же квадрата 
съ постоянной суммой 1898 “Необходимо прибавить 
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къ каждому числу обыкновеннаго магическаго ква- 
драта съ 169 клЪтками число 61. Мы прилагаемъ 
здесь подобные магическе квадраты, относяппеся 
къ числамъ 1897-ого и 1898-ого годовъ. 


Постоянная сумма 1897. 


208: |858 00! | 1200’ | 284 | 267 | 290 
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Постоянная сумма 1898. 


———— Ад 


——д 


128 226 142] 71 |156] 85 170] 99 [184113198 114 212 


225 141 70 |155] 84 [169] 98 |188 112197[126|211 17 
14069 154] 83 168`97 182 1111961251210 189224 


Е. Магическе квадраты, находящеся одинъ въ 
другомъ. 


Остроум1е и терпЪн1е привели математиковъ 
еще къ магическимъ квадратамъ, обладающимъ тмъ 
свойствомъ, что, если отнимать оть нихь посл Дова- 
тельно по четыре лежащихъ съ края вый, то 
остаюцийся всяюмй разъ меньший квадразе тоже ока- 
зывается магическимъ, т. е. всЪ ряд@> его даютъ 
одну и ту же сумму. ОграничимаЯ” здЪеь двумя 
прим$рами такихъ квадратовъ с ХТ и съ 8 ЖЗ 
клЪтками, Числа, внутри казждой” черной рамки на 


— 205 — 


прилагаемой фигурЪ образуютъ квадраты, ВЪ впото- 
‘рыхъ всЪ горизонтальные, вертикальные и длаго- 
нальные ряды даютъ одну и ту же сумму. 


Въ первомъ изъ двухъ прилагаемыхъ квадра- 
товъ внутреный меньший квадрать съ 8 ЖЗ клЪт- 
ками даетъ постоянную сумму 75 и содержитъ числа 
оть 21 до 29. СлБдующйЙ квадратъ, заключаюний 
въ себЪ предыдупий, состоить изъ 25 клЪтокъ 
числами отъ 13 до 37 и даетъ сумму 125; весьсже 
квадрать даетъ сумму 175. Во второмъ о‘йри- 
мЪрЪ мы имЪемъ внутри квадратъ съ чисми отЪ 
25 до 40, при чемъ сумма равна 130; за®бмъ слЪ- 
дуетъ охватываюций его квадратъ съ_‘иелами отЪ 


15 до 50 и суммой 195; наконецжУэтоть второй 
АС 
РЯ 
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квадратъ образуеть середину обыкновеннаго магиче- 
скаго квадрата съ числами отъ 1 до 64 и суммой 260. 


С. Магическе квадраты съ магическими частями. 


Проведя въ квадрат съ 8 Ж8 клЪтками обь 
средня линш, параллельныя сторонамъ, мы разло- 
жимъ его на четыре части по 4ЖХ4 клЪтокЬ въ 
каждой; мы можемъ затЪмъ поставить себЪ, “Задачу 
размЪстить числа оть 1 до 64 такимъ, “Эбразомъ, 
чтобы не только весь квадратъ былъ ;ЗФи‘ическимъ, 
но чтобы и каждая изъ его четырех” частей обла- 
дала магическими свойствами, т. №\ ‘чтобы всЪ гори- 
зонтальные, вертикальные и дувхональные ряды да- 


< 
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вали одинаковую сумму. СлЗлуюпий примЪръ пред- 
ставляеть собой рЪшене этой задачи: 


Составимъ магическй квадрать изъ 3 Х 3 кл%- 
токъ съ числами Г до [Х и замфнимъ каждое изъ 
этихъ чиселъь новымъ магическимъ квадратомъ изъ 
3 Ж3 клЪтокъ, при чемъ въ квадратЪ Т мы напи- 
шемъ въ магическомъ порядкЪ числа оть 1 до 9, 
въ квадрат П — числа отъ 10 до 18 ит. д.; ;@ргда 
мы получимъ квадратъ изъ 9 Х 9 клЪтокъ, дюторый, 
представляеть собой, въ цЪломъ, магизеокай ква- 

дратъ и, кромЪ того, состоитъ изъ дерати квадра- 
товъ, которые веЪ, въ свою очередь «Фоже являются 


< 
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магическими квадратами. Полученный кКвадратЪ 
имЪеть слЗдуюпий видъ: 


Н. Магическе многоугольники. 


Во веБхь изложенныхъ нами до сихъ поръ 
обобщенляхъ задачи о магическихъ кнадратажу не- 
измЪнно сохранялась геометрическая фиг ква- 
драта. Можно, однако, расширить нашу яботачу и въ 
другомъ направлении, а именно — зам жить квадратъ 
прямоугольникомъ или многоугольн\омъ съ про- 
извольно большимъ чиеломъ сторо. Мы не будемъ 
входить въ подробности методань составлен1я маги- 


я 
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ческихъ многоугольниковъ, но дадимъ лишь два 


примЪра, которые мы заиметвуемъ изъ книги 
Шеффтлера. 


1. Числа отъ 1 до 32 можно написать въ пря- 
моугольникЪ, состоящемъ изъ 8 рядовъ по 4 числа 
въ каждомъ такъ, чтобы длинныя ряды давали въ 
суммЪ 132, а коротме — 66; этоть прямоугольникъ 
имЪетъ слЪдуюпий видъ: 


2. Числа отъ 1 до 73 можно расположить въ 
видВ трехъ шестиугольниковъ, въ общемъ центрЪ 
которыхъ находится число 37; каждая сторона этихъ 
шестиугольниковъ содержить соотвЪтственно по Е 
5 и Т чиселъ; не только шесть сторонъ казибРо 
многоугольника, но и три дламетра, соедиий ще 
противоположныя вершины, а также три перйенди- 
куляра черезъь середины противоположн\аз»ь сторонъ 
даютъ одну и ту же сумму, которая до емомть вну- 
треннемъ многоугольникЪ равна +Ы, въ слЪдую- 

11 


вы = 


щемъ 185 и, наконець, въ наружномъ — 259. (Ср. 
прилагаемую фигуру): 


а О ти 
63 8 
(\... № 


к <Я 72 
“ Го я 
25—69 —— бо 


у. Магическе кубы. 


НЪкоторые изслЪдователи, въ особенности К о- 
ханск!й (1686), Соверъ (1710), Гюг ще 
1859) и Шеффлеръ (1882), расширили тахю маги- 
ческихъ квадратовъ, перенеся ее изъ чефоскости въ 
пространство. Мысленно проведемъ вывубЪ рядъ пло- 
скостей, параллельныхъ гранямъ №5) на равномъ раз- 
стоянш другъ отъ друга: онЪ раздвлять кубъ на ячей- 
ки, которыя всЪ имЪють форм кубиковъ. Предполо- 
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ЖимъЪ, что мы поставили себЪ задачу размЪстить по 
этимъ кубикамъ числа натуральнаго ряда такимъ 
образомъ, чтобы веЪ ряды слЪва направо, спереди 
назадъ и сверху внизъ, а также всЪ дагонали ква- 
дратовъ и проходяпая черезъ центръ куба главныя 
длагонали, содержали числа, имфюпая одинаковую 
сумму. Если число клЪтокъ равно 3 Х 3 Х $3, то по- 
строить такой магический кубъ оказывается невоз- 
можнымъ. Въ случаЪ 4ЖХ4ЖХ 4 клЪтокъ можно до- 
стигнуть того, чтобы всЪ ряды, параллельные реб- 
рамъ куба, и всЪ главныя д1агонали давали посто- 
янную сумму 130. Чтобы предетавить магическай 
кубъ изъ 64 клЪЗтокъ въ плоскости бумаги, вообра- 
зимъ, что числа, соотвзтетвуюпиая 64 кубикамъ, на_ 
писаны на каждомъ изъ нихъ сверху, и будемъ мы- 
сленно снимать съ куба слоями, начиная сверху, по 
16 чиселъ. Тогда мы получимъ четыре квадрата по 
16 клЪтокъь въ каждомъ; совокупность этихъ ква- 
дратовъ предетавитъ намъ магичесвый кубъ, какъ 
можно видЪть изъ слЪдующаго примЪра: 
Первый слой сверху. Второй слой сверху. 
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Третй слой сверху. Нижюьй слой. 


Постоянная сумма 130 встрЪчается здЪеь всего 
52 раза: 16 разъ въ рядахъ елЪва направо, 16 разъ 
въ рядахъ сверху внизъ, 16 разъ въ рядахъ епе- 
реди назадъ и, наконецъ, 4 раза въ рядахъ, соеди- 
няющихъ противоположныя вершины куба. Ллаго- 
нали же 12 квадратовъ, параллельныхъ гранямъ 
куба, не даютъ этой суммы. 

Въ кубЪ изъ 5ЖЬ5Х5 клЪтокъ можно уже 
расположить числа такъ, чтобы всЪ 75 рядовъ, па- 
раллельные ребрамъ, и всЪ 30 ряловъ, лежашие 
на длагоналяхъ квадратовъ, а также 4 ряда, обра- 
зуюпие главные длагонали, давали одну и ту же 
сумму, а именно {п (п? -- 1) = 315. Подобно тому, 
какъ магическе квадраты съ нечетнымъ ларломъ 
клЪтокъ могутъ быть составлены изъ дву "Вспомо- 
гательныхъ квадратовъ, такъ и магически ’ку бы мож- 
но составить изъ трехъ вспомогательнк Ъ кубовъ. Та- 
кимъ способомъ составленъ слЪ ду магический 
кубъ съ 5 ЖЬХ 5 клЪтками, зе которомъ среднее 
ариеметическое чиселъ 1 и 485, а именно число 63, 
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Первый слой. Второй слой. 


10 61 117 48 | 19 


Е 


44 100 1 57 |113 


—————————ы—=ы———— 


53 |109 40 22 


| 81 ‚ат 18 к 4 | 105 


Третй слой. 
33 | 89 20 | 11 |102 


67 [128 29 85 111 


Е, АНН ——_——— 


16 | 1 63 | и9 50 


15 41 | У 8 


24 55 106 


2 жа, 


помЪщено въ центральной клЪтк»Ъ; благодаря этому 4 
главныя дагонали и 80 короткихъ длагоналей даютъ 
постоянную сумму 315. Что же касается условя, 
чтобы и дагонально расположенные ряды, парал- 
лельные короткимъ длагоналямъ, давали попарно 
ту же постоянную сумму, то это услове не можетъ 
быть выполнено при п=5; при большемъ же 
значени п можно выполнить и это услове. 


$ 20. 
Ходъ коня. 
А. Введенте. 


Въ семейныхъ журналахъ встр чаютсея подъ 
назван1емъ „ходъ коня“ задачи, въ которыхъ оть 
читателя требуется, чтобы онъ соединилъ въ слова 
64 слога, написанныхъ въ 64 клЪткахъ фигуры, 
изображающей шахматную доску, соблюдая два усло- 
вая. Во-первыхъ, другь за другомъ могутъ слЪло- 
вать только слоги, стояпие въ такихъ двухъ клЪт- 
кахъ шахматной доски, между которыми по прави- 
ламъ шахматной игры возможенъ ходъ коня; во- 
вторыхъ, составленный согласно этому принципу 
рядъ есловъ долженъ имЪть какой-нибудь смыслъ; 
обыкновенно изъ ряда этихъ словъ должно даже 
составиться небольшое риемованное стихотворение. 
Прежде, чБмъ перейти къ подробному ознакомлению 
съ этими зацачами и боле трудными обратными У 
задачами, въ которыхъ читателю предлагаютъ ©.0=” 
ставить правильные „ходы коня“, мы долайчы 
дать поясненля, которыя помогутъ намъ понятЬ Жаль- 
нЪйшее изложенте. К 

Представимъ себЪ разложенный ЗА иваяраты 
прямоугольникъ съ вертикальными и’ лъризонталь- 
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ными сторонами; переходъ отъ всякой клЪтки въ 
какую-либо сос днюю клЪтку, расположенную справа. 
или слЪва, кверху или книзу отъ первой, мы бу- 
демъ называть „ходомъ“. Понятно, что изъ каждой 
изъ четырехъ угловыхъ клЪтокъ можно сдЪлать 
всего два хода, а оть каждой краевой клЪтки, ко- 
торая не есть въ то же время и угловая, можно 
сдЪлать всего три хода, тогда какъ отъ всякой дру- 
гой клЪтки, не расположенной у края доски, можно 
сдЪлать четыре хода. Ходъ вправо или влЪво мы 
будемъ называть „горизонтальнымъ“, ходъ вверхъ 
или внизъ—„вертикальнымъ“. Пользуясь этими тер- 
минами, мы можемъ слЗлующимъ образомъ форму- 
лировать правило движенй коня въ шахматной 
игрЪ: конь дЪлаетъ сразу одинъ горизон- 
тальный п два вертикальныхъ шага или 
же, наоборотъ, одинъ вертикальный и 
два горизонтальныхъ шага. Мы будемъ го- 
ворить о двухъ клЪткахъ, что онЪ „связаны хо- 
домьъ коня“, если конь можетъ перейти изъ одной 
въ другую согласно данному правилу, т. е. если 
эти клЪтки отстоять другъ оть друга на одинъзер- 
тикальный и два горизонтальныхъ хода». ли на 
одинъ горизонтальный и два вертиналькф ть хода. 
Движене между двумя клЪтками, свЯзйнными хо- 
домъ коня, мы будемъ называть вЖячкомъ. Изъ 
каждой угловой клЪтки возможнядва скачка; изъ 
каждой краевой, отстоящей ее — ходъ отъ угло- 
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вой клЪтки, возможны 3 скачка, а изъ каждой крае- 
вой клЪтки, удаленной на два хода или болЪе оть 
угловой клЪтки, возможны 4 скачка. ДалЪе, каждая 
клЪтка, отстоящая отъ края на одинъ горизонталь- 
ный и одинъ вертикальный ходъ, связана ходомъ 
коня съ 4 клЪтками, а тЪ клЪтки, которыя отстоятъ 
на одинъ ходъ отъ одного края и на два хода отъ 
сосфдняго края, связаны ходомъ коня съ 6 клЪ1- 
ками. Наконецъ, клЪтка отстоящая отъ каждаго края 
на два хода или болЪе, связана ходомъ коня съ 8 
клЪтками. Такимъ образомъ, изъ каждой изъ 64 
клЪтокъ обыкновенной шахматной доски возможно 
сдлЪлать такое число скачковъ, какое указано въ 
соотвЪтствующей клЪткЪ прилагаемой фигуры (стр. 
218): 


Сумма этихъ чиселъ равна 336. Если же мы 
будемъ считать скачокъ изъ одной клфтки въ дру- 
гую и обратный скачокъ изъ второй клЪтки въ пер- 
вую за одинъ только скачокъ, то число ходовъ коня 
на обыкновенной шахматной доскЪ оказывается рав- 
нымъ 168. Эти разсужденая можно легко р&ро- 
странить на случай прямоугольной шахма\ О дос- 
ки съ ажЖЬ клЪтками. Въ этомъ случа сФиело паръ 
клЪтокъ, связанныхъь между собой оДомь коня, 
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Итакъ, Эйлерова задача о ходЪ коня 
состоитъ вь слЪдующемъ; нужно размЪ- 
стить въ 64 клЪткахъ шахматной доски 
64 числа отъ 1 до 64 такимъ образомъ, 
чтобы всяк1я двЪ клЪтки, содержащия 
два посл $5 довательныхъ числа, были свя- 
заны ходомъ коня. Если мы затЪфмъ числа отъ 
1 ло 64 замБнимъ еще 64-мя слогами, совокупность 
которыхъ имЪетъ какой-нибудь смыслъ, то возник- 
нетъ обратная задача, а именно прочитать 64 слога 
въ такомъ порядкЪ, чтобы въ нихъ оказался же- 
ланный смыслъ; при этомъ лицо, рьшающее подоб- 
ную задачу, всяюй разъ колеблется въ выборЪ раз- 
личныхъ возможныхъ скачковъ изъ послЪдней за- 
нятой клЪтки: эти сомнЪн1я доставляютъ наиболь- 
шее затруднене въ началЪ и также въ 16 срел- 
нихъ клЪткахъ, каждая изъ которыхъ связана хо- 
домъ коня съ 8 клЪтками. Мы прилагаемъ здЪсь 
примЪръ такой задачи на ходъ коня, 


мн | вамъ | ДЪ ю 
и | мо грудь| зы 
По | ЧИТЬ у ла 
знать мо  ВЪДЬ | лег 
то | ИС А пе 
Ты 


луч | шу слу И | рю | лалъ | кьмь ска 


Въ журналахъ для развлеченля рЪшене по- 
добныхъ задачъ на ходъ коня дается, большей частью, 
въ формЪ маграммы, т. е. средины сл$дующихъ 
другъ за другомъ клЪтокъ соединяютея прямыми 
лишями. Можно, однако, представить ршен!е въ 
другомъ видЪ, а именно, клБтки, слфдуюпая другъ 
за другомъ въ ходЪ коня, занумеровываются поелЪ- 
довательно числами отъ 1 до 64. Мы даемъ здЪсь 
обЪ формы ршен1я предыдущей задачи (стр. 221 
И 222). . „$ 
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Уже рЪшен1е подобныхъ задачъ на ходъ коня 


Ау 


терпЪ вая требуется для того, чтобы составить, 


требуетъ нЪкотораго терпЪ нля, но несравненно больше 


хотя бы одну только задачу на ходъ коня. Въ самемуь 
дЪълЪ, если мы попробуемъ, исходя оть проивволь- 
ной начальной клЪтки, писать въ клЪткахъ „@слЪдо- 
вательно числа, начиная отъ 1, по правил %ода коня, 
то мы векорЪ увидимъ, что нЪкоторыяСклЪтки оста- 
ются пустыми, при чемъ никогда уженельзя будетъ 


добраться до нихъ, потому что тЪ клЪтки, изъ кото- 
рыхъ можно было бы до нихъ добраться, уже заняты. 
Мы начнемъ тогда дЪлать измЪнен1я; но скоро ока- 
жется, что снова остаются пустыя клЪтки, дякото- 
рыхъ нельзя добраться; лишь путемъ долевхь уси- 
ши удается правильно составить задан на ходъ 
коня. Существуютъ, однако, методы,которые легко 
приводятъ къ цЪфли; эти методы обтавляють пред- 
меть дальнЪйшаго изложеня. о›\\ 


8 
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В. Историческя свЪдЪня. 


Задача о заполнен1и 64 клЪтокъь числами отъ 
1 до 64 по правилу хода коня ветрЪчаетсея въ ли- 
тератур$ впервые въ 1759 г., а именно въ 15 
том мемуаровъ Берлинской Академи. Энамени- 
тъйпий нЪмецюй математикъ ХУШ  столЪмя Лео- 
нардъ Эйлеръ указываетъ тамъ, что эту задачу 
кто-то предложилъ въ одномъ обществЪ, и что этому 
лицу удалось также правильно рЪшить эту задачу, 
принимая любую клЪтку за начальную. Эйлеръ, 
обративпий вниман1е на математическое содержане 
задачи, переписывалея относительно нея съ Бер- 
траномъ изъ Женевы и опубликовалъ въ указан- 
ной статьЪ методы, которые даютъ возможность, 
исходя отъ какой-нибудь попытки, которая оказа- 
лась неудачной велЪ детше того, что нЪкоторыя клЪт- 
ки остались незаполненными, постепенно придти къ 
правильному рЪшеню. ДалЪе, Эйлеръ прибавилъ 
новыя услошя, которыя увеличиваютъ трудность р\Ъ- 
шея задачи: можно потребовать, напримЪръ, чтобы 
были заполнены всЪ клЪтки одной только половины 
прежде, чёмъ перейти къ клЪткамъ другой полови- у 
ны. Въ томъ же направленйи задачу разрабатывая)” 
кром5 Эйлера, еще Вандермондъ (\Уаваег- 
шоп4е), членъ французскаго натпональнаго инатитута; 
статья, въ которой Вандермондъ разематривалъ 
задачу съ точки зрЪнля геометрли пел®жевня, по- 
явилась въ 1771 г. въ „Мётойез де. фай“. ЗатЪмъ въ 
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1773 г. Колини (Со) въ МангеймЪ въ особомъ 
сочиненли указалъ методъ, который даетъ, правда, 
лишь небольшую часть изъ множества возможныхъ 
рЪшевйй, но зато приводитъ къ нимъ прямымъ и 
вЪрнымъ путемъ. Этимъ, болЪе старымъ методамтъ 
противопоставляются методы, принадлежаппе болЪе 
позднимъ французекимъ ученымъ, у которыхъ вы- 
боръ того или другого хода коня напередъ опредз- 
ляется нзкоторымъ принципомъ, тогда какъ методы 
Эйлера и Вандермонда по существу сводятся 
лишь къ тому, что произвольно выбранные вначалЪ 
ходы коня впослЪ дети исправляются такимъ обра- 
зомъ, чтобы получилось правильное рЪшене. Этими 
французскими учеными были Полиньякъ (Ро! 
спас) и Лак!еръ (Гадшеге). Полиньякъ опубли- 
ковалъ свои изеслЪдованля о „ходЪ коня“ частью въ 
„ИзвЪетяхъ Парижской Академ1и“ (апрЪль 1861 г.), 
частью въ „Виенп 4е 1а 50о4её МаЕтаНаие 4е 
Егапсе“ за 1880 г. Въ этомъ же выпускЪ нахо- 
дится и весьма богатая содержанемъ статья Ла- 
к1ера о ходЪ коня. ВажнЪйшее изъ изеслЪдованйй, 
въ которыхъ разсматриваютъ задачу о ход) коня 
въ прямоугольникЪ съ ахХЬ клЪтками, ‘чфинадле- 
житъ г. Руе-байме Мане; оно напечатано. 5 апрЪль- 
ской тетрали „ВиПейп 4е 1а 5осе6 Мйиетанаие Че 
Егапсе“ за 1877 г. Авторъ впон®” исчерпалъ въ 
этомъ изелЪдовани случай, кар, имЪется 4х8 
клфтокъ, расположенныхъ въЗидЬ прямоугольника, 
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и опредБлиль даже число возможныхъ ходовъЪ коня; 
нужно замЪтить, что для случая 8Ж8 клЪтокъ 
число возможныхъ ходовъ коня до сихъ поръ не опре- 
дълено даже приблизительно. Наконець, авторъ этой 
книги расширилъ задачу о ходЪ коня, взявъ вмЪето 
квадрата съ 8Ж8 клЪтками кубъ съ 4Ж4ЖХ4 
отдЪленями („Машгу1зепзпа_Нсре \!осНепзсВий“ за 
То г.). 


С. Методы Эйлера и Вандермонда. 


Если одно какое-нибудь рЪшен1е задачи о по- 
слЪдовательномъ прохожден1и конемъ весЪфхъ 64-хъь 
клЪтокъ шахматной доски уже найдено, то изъ 
этого ршен1я можно вывести весьма разнообразныя 
измЪнен1я хода, а именно — можно замВнить обрал- 
ными всЪ ходы, начиная съ любой клЪтки, которая 
связана ходомъ коня съ заключительной клЪткой 
найденнаго рЪшенля. Будемъ исходить въ видЪ 
прим$ра изъ слБдующаго рЪшенля: 


у 12 


{2 
Ра 
|®.2 


32 23 

49 в || 64 | 43 | 30 8 [№№ 59 | 14 | 39 | 16 

24 а 31 2 41 ы 26 | 41 + 51 
48 | 95 3 58 | 15 | 40 


Эдфеь клЪтка съ числомъ 11| связана ходомъ 
коня съ послЪдней клЪткой 64; мы можемъ поэтому 
получить изъ этого рЪшенмя новое, оставивъ всЪ 
числа отъ 1 до 11 въ ихъ клЪткахъь и замЪнивъ 
потомъ число 64 числомъ 12, число 683 —чиеломъ 13, 
число 62—числомъ 14 и т. д., такъ что заключи- 
тельной клЪткой съ числомъ 64 окажется ыы ко- 
которой первоначально находилось число, {®. Такъ 
какъ въ первоначальномъ рЪшеви клЪФиа 47 тоже 
была связана ходомъ коня съ клЪткей 64, то мы 
можемъ получить изъ этого рьшен” второе произ- 
водное рЪшене, если мы а — числа оть 1 до 


41 въ ихъ клЪткахъ, а числа лот 48 до 6+ замЪВнимЪъ 
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соотвЪтственно числами отъ 64 до 48. Этоть прлемъ 
можно повторить какое угодно число разъ: дЪйстви- 
тельно, попучивъ какое-нибудь производное рЪше- 
н1е, мы можемъ поступить съ клЪткой, которая въ 
этомъ рЪшен1и связана ходомъ коня съ заключи- 
тельной клЪткой совершенно такимъ же образомъ, 
какъ мы дЪлали въ нашемъ примЪрЪ съ клЪткой 
11 или 47. Мало того, такимъ способомъ мы можемъ 
достигнуть того, чтобы ‘любая напередъ за- 
данная клЪтка оказалась заключитель- 
ной. Чтобы ясно понять это, обозначимъ каждую 
изъ 64 клЪтокъ шахматной доски для краткости 
тЪмъ числомъ, которое написано въ этой клЪткЪ на 
предыдущей фигурЪ. Тогда первое производное рЪ- 
шен1е можно представить сокращенно въ такомъ видЪ: 


1 до 11, 64 до 12. 


Такъ какъ новая заключительная клЪтка 12 
связана ходомъ коня съ клЪткой 53, то мы полу- 
чаемъ второе производное рЪшене: 


1 до [1, 64 до 53, 12 ло 52. о 


Такъ какъ клЪтка 52 связана ходомъ коня 49° 
клЪткой 83, то отсюда получается производное СрЪ- 
шене: 


ит. д. 3$ 
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Если мы желаемъ, напримЪръ, чтобы заключи- 
тельной клЪткой была клЪтка 40 въ правомъ ниж- 
немъ углу квадрата, то обратимъ вниман1е на слЪ- 
дуюпий рядъ ходовъ коня: 

64 —29 —30 —41—40 


и сообразно съ ними измЪнимъ первоначальное 
рЪшене слБдующимъ образомъ: 


1) Г до 29, 64 до 30; 
2) 1 до 29, 64 до 41, 30 до 40; 


такимъ образомъ, услов1е, чтобы клЪтка съ числомъ 
40 сдЪлалась заключительной, выполнено нами кралт- 
чайшимъ способомъ. Мегко понять, что данное рЪ- 
шен1е можно превратить въ другое съ напередъ 
указанной заключительной клЪткой самыми разно- 
образными путями; далЪе, мы можемъ такимъ же 
самымъ способомъ достигнуть того, чтобы любая 
клЪтка стала начальной, потому что всЪ указанные 
только-что ходы коня можно обратить. 

Этотъ способъ преобразовывать ходъ коня та- 
кимъ образомъ, чтобы любая напередъ указанная 
клЬтка сдБлалась заключительной клЪткой, дежить 
въ основани рЪшеня слЪдующей задачи м ющей 
важное значене для практическаго сослянлетшя хо- 
довъ коня. Предположимъ, что $ результа- 
т$ н3%Ъкотораго движен1ж в осталось 
нЪ сколько пустыхъ клфадкъ, которыхъ 
конь уже никакимъ. <©5р азомъ не мо- 
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жетъ занять, требуется такъ измЪ нить 
ходъ, чтобы пустыя клЪтки заполни- 
лись и чтобы такимъ образомъ нолучил- 
ся правильный ‚„ходъ коня“. Съ ц$лью 
сд$лать яснымъ рЪшен1е этой задачи, мы предпо- 
ложимъ, что кому-нибудь удалось покрыть движе- 
н1емъ коня 62 клЪтки шахматной доски, но что 
остальныя двЪ клЪтки остались пустыми и недо- 
ступными. Лопустимъ далЪе, что при этомъ полу- 
чилось то именно расположен1е послфдовательно за- 
нятыхъ клЪтокъ, которое изображено на таблицЪ; 


клЪтки, оставппяся пустыми, отмфчены буквами 
а и В: 
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ПослЪдовательность клЪтокъ отъ 1 до 62, прой- 
денныхъ конемъ, мы можемъ преобразовать совер- 
птенно такъ, какъ раньше послЗдовательность клЪ- 
токъ оть 1 до 64 была преобразована въ другую 
поелЪдовательность, въ которой заключительная 
клЪтка напередъ задана. Сообразно съ этимъ пре- 
образуемъ рядъ отъ 1 до 62 въ другой рядъ, въ 
которомъ заключительной клЪткой являлась бы 
клЪтка, связанная ходомъ коня съ незанятой клЪт- 
кой а. Такова, напримЪръ, въ нашемъ случаЪ клЪт- 
ка 10. Число 62 будетъ, такимъ образомъ, прелше- 
ствовать новой заключительной клЪткф%, и тогда 
можно будеть поставить число 63 въ свободной 
клЪткЪ а. Съ полученнымъ рядомъ изъ 63 клЪтокъ 
мы поступимъ такимъ же образомъ, т. е. мы преобра- 
зуемъ его въ такой рядъ, въ которомъ послфдняя 
клЪтка даеть возможность коню едЪфлать ходъ во 
вторую свободную клЪтку Б. Напишемъ затфмъ чи- 
сло 64 въ клЪткЪ 6, и мы получимъ правильный 
„ходъ коня“. Если бы не двЪ только, но большее 
число клЪтокъ остались пустыми, то намъ при- 
лось бы примЪнить этоть прлемъ столько „зъ, 

РЯ 
сколько имЪется пустыхъ клЪтокъ. Чтобы» ревра- 
тить изображенный выше пробный „ходесконя“ въ 
настояпйй, мы замЪфтимъ, что пустая кебВтка а свя- 
зана ходомъ коня съ клЪткой 1}®7Ътка 10 — съ 
клЪткой 9, а клЪтка 9 —съ клёткой 62, которая 
пока является послЪдней. Сообразно съ этимь мы 

№ 


— 231 — 


образуемъ изъ ряда отъ 1 до 62 новый рядъ 
1 до 9, 62 до 10, 


и затЪмъ слЗдуетъ лишь присоединить къ этому ряду 
клЪтку а, которая будеть здЪеь 63-тьей. Чтобы пре- 
вратить теперь этоть полученный рядъ изъ 63 клЪ- 
токъ въ такой, къ которому можно было бы при- 
соединить и клЪтку Ь, мы должны найти, если воз- 
можно, двЪ клЪтки, связанныя ходомъ коня, одна 
съ клЪткой а, другая —съ клЪткой В, при чемъ эти 
двЪ искомыя клЪтки должны содержать два послЪ- 
довательныхъ числа. Этимъ услошямъ въ нашемъ 
примЪрЪ удовлетворяютъ клЪтки съ числами 58 и 
57. Сообразно съ этимъ мы превращаемъ прежний 
рядъ въ слЪдуюций: 


1 до 9, 63 до 58, 10 до 57; 


остается лишь присоединить къ этому рялу клЪтку 
Ь, и мы получимъ правильный „ходъ коня“. Если 
мы заполнимъ въ немъ послЪдовательныя клЪтки 
по порядку числами отъ 1 до 64, то мы получимъ 
слЪдуюций „ходъ коня“, въ которомъ уже не бу- 
деть ни одной пустой клЪтки; 


с9 


у 


< 


"46° 


Въ полученномъ нами „ходЪ коня“ числа 1 и 
6-4 стоятъ въ двухъ клЪткахъ, не связанныхъ между 
собой ходомъ коня. Но уже со времень Эйлера 
предпочитаютъ составлять такле „ходы коня“, вь 
которыхъ заключительная клЪтка связана ходомъ 
коня съ первоначальной. Такого рода ходы коня 
называются замкнутыми; они имЪють г ‹Феббен- 
ность, что любую клЪтку въ нихъ можн® принять 
за начальную, потому что клЪтка съ <Фисломъ 64 
допускаетъ переходъ коня въ клЪТЕХ, ‘въ числомъ 1. 
Изложенный нами методъ прозр какого-ни- 
будь даннаго правильнаго ходнони 5 новый, въ 
которомъ заключительной кабткой является какая- 
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либо произвольно выбранная, даетъ намъ также воз- 
можность преобразовать всякЙ незамкнутый ходть 
коня въ замкнутый. Для этого достаточно выбрать 
въ качеств заключительной клЪтки такую, которая 
была бы связана ходомъ коня съ начальной клЪт- 
кой, и примЪнить нашъ методъ. НапримЪръ, чтобы 
превратить полученный нами въ послЪдей разъ 
ходъ коня въ замкнутый, мы должны въ клЪткахъ, 
занятыхъ здЪесь числами 


11 до 17, 10 до 1, 18 до 31, 64 до 57, 32 до 45, 
56 до 46, 


поставить соотвЪтственно послЪдовательныя числа 


1 до 7, 8 до 17, 18 до 31, 32 до 39, 40 до 553, 
54 до 64. 


Въ результатЪ мы получимъ слЪдуюций замкнутый 
въ себЪ ходъ коня, который мы можемъ поэтому 
читать 64-мя различными способами, т. е. исходя 
отъ любой клЪтки, какъ отъ начальной. 
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О. Методъ Колини. 


Промежуточное м$Ъето между только-что опи- 
санными методами Эйлера и Вандермонда, съ 
одной стороны, и новыми методами Полиньяка 
и Лак1ера, съ другой, занимаетъ методъ, который 
Колини изложилъ въ своей работЪф „зош#Ноп @и рго- 
Ыёте и СауаНег аи |еи 4ез 6сНесз“, изданной ”въ 
1773 г. въ МаннгеймЪ. По этому методу елЪдуб®ь мы- 
сленно раздЪлить шахматную доску на да%Ф’области: 
на средый квадратъ, состояшай изъ г клЪтокъ, 
симметрично расположенныхъ вок центра, и на 
рамку, состоящую изъ прочихъ 9 клЪтокъ; затЪмъ 
Колини даеть слЪдующее фивйло: 


— 235 — 


„Заполнимъ двЗнадцатль клЪтокЪъ рамки такимъ 
образомъ, чтобы изъ 12-ой клЗтки конь имЪлъ ходъ 
въ клЪтку средняго квадрата. Въ этомъ посл днемъ 
заполнимъ 4 клЪтки, которыя образуютъ либо ква- 
дратъ, либо ромбъ; затЪмъ заполнимъ еще 12 клЪ- 
токъь рамы, потомъ опять 4 клЪтки средняго ква- 
драта и т. д,“ 

Поступая такимъ образомъ, мы въ самомъ дЪлЪ 
будемъ получать всегда безъ труда и безъ колебяа- 
°нШ правильный ›„ходъ коня“, — напримфръ, сл%- 


дуюпий: 


За | |2 | 59 
56 | 97 44 1 ро 17 | 34 
Е. Методы Полиньяка и Ланера;” 


Подобно Колини и новые иземЬдователи 
теорйи „хода коня“ раземотри ное ьльцыя ква- 


< 
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дратныя части съ 4 Ж4 клЪтками, но пользуются 
не среднимъ квадратомъ, а четырьмя квадратными 
частями шахматной доски, на которыя она дЪлитея 
двумя лимями, проведенными черезъ центръ доски 
параллельно краямъ ея. Такой квадратный участокъ 
даеть 4 замкнутыхъ скачка коня, каждое по 4 клЪт- 
камъ, какъ показываетъь слЪдующая фигура: 


Въ каждыхъ четырехъ клЪткахъ, отмфченныхь 
одной и той же буквой, конь можеть передвигаться 
такимъ образомъ, чтобы изъ четвертой клЪтки по- 
пасть опять въ первую, при чемъ этотъ переходъ 
можетъ совершаться въ двухь различныхъ напра- 
вленяхъ: какъ въ направлен движен1я заРовой 
стрЪлки, такъ и въ противоположномъ на вленйи. 
Подобное движение коня по 4 вафткамАЬ которыя 
такъь расположены въ квадратЪ из 6 клЪтокъ, 
какъ въ нашей фигурЪ расположены клЪтки съ од- 
ной и той же буквой, мы будемь\ для краткости на- 
зывать „четвернымъ ходоаеь“ (Млегзргип?). Су- 
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щЩествуетъ четыре рода такихъ четверныхъ ходовъ; 
въ нашей фигурЪ каждому четверному ходу соотвЪт- 
ствуеть особая буква, которой помфчены веЪ его 
четыре клЪтки; четыремъ четвернымъ ходамъ соот- 
вЪтетвуютъ 4 буквы а, Ь, с, 4. ЗамЪтимъ, что чет- 
верные ходы аи с занимаютъ каждый по четыре 
вершины ромба, тогла какъ друме два четверныхъ 
хода р и 4 занимаютъ каждый по четыре вершины 
косо расположеннаго квадрата. Теперь отмЪтимъ 
себЪ разъ навсегда въ четырехъ квадратныхъ 
участкахь ТЪ 4Ж4 клЪтки, которыя образують 4 
четверныхъ хода одного и того же рода. Тогда мы 
получимъ всего 16 отм$ченныхъ клЪтокъ, которыя 
конь можетъ проходить различными способами такъ, 
чтобы изъ 16-0ой клЪтки возвратиться обратно въ 
первую. Всякое такое движене коня черезъ 16 кл$- 
токъ, связанныхъ между собой указаннымъ обра- 
зомъ, мы будемъ называть „тестнадцатикрат- 
нымъ ходомъ“ (Зесп2ейп-Зргипе), при чемъ бу- 
демъ различать типы А, В, С и О соотвЪтетвенно 
типамъ а, Б, с и 4, кь которымъ относятся 4 клЪт- 
ки квадратнаго участка, пройденныя конемъ. Такъ,, „5 
на прилагаемой фигурЪ 16 клЪтокъ, отмченныя” 
буквой а, даютъ шестнадцатикратный ходъ ти. 
Точно такъ же клЪтки, отм ченныя буквами ое и а, 
составляютъ шестнадцатикратные ходы, „бринадле- 
жаппе соотвЪтетвенно типамъ В, С или В. 
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Если заставить коня дДЪлать шестнадцатикрат- 
ные ходы такъ, чтобы, закончивъ одинъ, онъ могъ 
всяк1Й разъ перейти къ другому, то постоянно бу- 
деть получаться правильный замкнутый ходъ коня. 
Составленные такимъ образомъ ходы коня обладаютъ 
большей симметричностью и правильностью, чЪмъ 
полученные путемъ испытавй. Это станетъ особенно 
ясно, если мы представимъ ходы коня графочески, 
т. е если мы соединимъ средины посд®овалель- 
ныхъ клЪтокъ отр$зками. Въ видЪ <зримЪфра мы 
прилагаемъ слЪдуюпций ходъ коня, 85 которомъ по- 
слЪдовательныя шестнадцатикратные ходы соотвЪт- 
ственно принадлежать типамъ< Вл ив: 

№ 


При этомъ ходЪ коня 16 клЪтокъ каждаго 
шестнадцатикратнаго хода проходятся въ такой по- 
слЪдовательности, что конь каждый разъ посЪщаетъ 
сперва по порядку четыре клЪтки каждаго четвер- 
ного хода. Однако, такая посл довательность отнюдь 
не является необходимой, какъ показываетъ ниже- 
сл дуюпий ходъ коня; послЪдовательность типовъ 
въ немъ, какъ и въ предыдущемъ, есть СРА В, Но 
въ немъ однако, конь всяк разъ занимаетъ саёрва 
только три клЪтки каждаго квадратнаго участка и 
р Ут 


клЪтки: 
р 
< 


Такимъ образомъ, этоть ходъ коня образуется, 
правда, изъ 4 шестнадцатикратныхъ ходовъ, но не 
изъ 16 четверныхъ ходовъ. 

Что касается тЪхъ ходовъ коня, которые со- 
ставляются изъ 16 полностью исчерпанныхъ четвер- 
ныхъ ходовъ, то ихъ можно схематически предста- 
вить слфдующимъ образомъ. Къ четыремъ знакам 
а, Ь, с, 4, выражающимъ четыре рода четнерныхъ 
ходовъ, присоединимь въ видЪ индек@нь соот- 
вЪтственно одно изъ четырехъ чисе > ов 
смотря по тому, предполагается ли \Жетверной холл» 
совершеннымъ въ квадратномъ учаж?кЪ вверху слЪ- 
ва, или вверху справа, или вний $ права, или внизу 

У 
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слЪва. При такомъ обозначенли первый, напримЪръ, 
изъ двухъ вышеприведенныхъ ходовъ коня пред- 
ставится схематически слВдующимъ образомъ: 


с; с, с, ©, @, 4, 9, @& а в в, а. В В, Б. Б... 


Обратно, если дана подобная схема и началь- 
ная клЪтка, то этимъ однозначно опредЪленъ весь 
путь коня, ибо индексы указываютъ, въ какой учас- 
токъ мы должны перейти послЪ того, какъ выпол- 
ненъ четверной ходъ, и велЪдетв1е этого посл$лдо- 
вательность при заполнении клЪтокъ уже не можеть 
вызывать никакихъ колебан1й. Такъ, схема 

С, Са ©; © @, 4, 4; 4, а, а, а, а; ВБ, Б, Ъ, Б. 
приводить къ сл$лующему замкнутому ходу коня, 
указанному на стр. 242. 

Если мы оставимъ безъ измфненя послЪдова- 
тельный порядокъ 16 буквъ схемы и будемъ мЪ- 
нять лишь начало, то мы будемъ получать ходы 
коня, принадлежапие къ числу тЪхъ 68, которые 
могутъ быть выведены изъ каждаго замкнутаго хода 
коня путемъ замЪфны начальной клЪтки. 

Въ предыдущихъ примфрахъ мы каждый разт, 3 
повторяемъ одинъ за другимъ 4 четверныхъ хода’ 
одного и того же типа и такимъ способомъ ©бра- 
зуемъ шестнадцатикратные ходы. Однако, при иЪко- 
торомъ внимании можно легко получать правильные 
ходы коня еще иначе; можно, исчерлавъ одинъ 


четверной ходъ, всяк разъ пережить къ но- 
13 
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вому независимо отъ того, будеть ли онъ того же 
типа или другого. НапримЪръ, въ слЪдующей схемЪ 
правильнаго хода коня каждый типъ повторяется 
постоянно лишь два раза: 


Эта схема даеть слБдующ! ходъ коня (см. 


стр. 248): «<; 
а _ 
‚ея 
( у” 
® 
$ 
55, У 


Хотя ходы коня, которые можно находить по 
методу Полиньяка и Лактера, отличаются отъ 
всЪхъ другихъ симметричностью и изяществомъ, но 
они образують лишь весьма малочисленную группу 
вь совокупности веЪхъ возможныхъ замкнутыхъ 
ходовъ коня; поэтому они ничего не прибавляютъ 
кь рЪшен1ю главнаго вопроса о нахожден!и такого 
метода, который зав$домо приводилъ бы ко их 
возможнымъ ходамъ коня и благодаря этомус: за 
валъ бы возможность опредЪлить число их; ЭТотъ 


главный вопросъ до сихъ поръ еще не реф ен, 


\ 


(®) 


< 


«У 


А 
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Е. Ходы коня въ случа, когда число клЪтокъ 
меньше 64. 


Если мы положимъ въ основу задачи не шах- 
матную доску съ ея 8 Х 8 клЪтками, но квадратъ 
или прямоугольникъ съ меньшимъ числомъ клЪтокъ, 
то трудности рЪшен1я основного вопроса, намЪчен- 
наго въ концЪ параграфа Е, значительно умень- 
шатся. НапримЪръ, имЪется полное рЪшене основ- 
ной задачи для того случая, когда прямоугольникъ, 
по которому долженъ проходить конь, состоитъ изъ 
4 Х 8 клЪтокъ, т. е. представляеть собой половину 
шахматной доски. Относящимся сюда изслЪдованемъ 
мы обязаны г. Н]уе-бай{е-Мане („ВиШефт 4е |а ос 
МафётаНаие 4е Ргапсе“, 1877). Онъ дЪлить сперва 32 
клЪтки половины шахматной доски на двЪ группы 
по 16 въ каждой, какъ это видно изъ слЗдующей 


фигуры: 
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КлЪтки, снабженныя буквами, образуютъ одну 
группу, а прочая клЪтки— другую группу. Каждая 
группа имЪеть 8 наружныхъ и 8 внутреннихъ клЪ- 
токъ. Въ группЪ, состоящей изъ заполненныхъ клф- 
токъ, 8 наружныхъ отмЪчены буквой а, а 8 вну- 
треннихъ— буквой 1. Можно строго доказать, что для 
того, чтобы 32 клфтки дали правильный ходъ коня, 
должны быть выполнены слздуюпия три условная: 

1. Необходимо, чтобы были пройдены одна за 
другой 16 клЪтокъ каждой группы. 

2. Необходимо, чтобы изъ тЪхъ двухъ клЪтокъ, 
которыми начинается и заканчивается каждая группа, 
одна была наружной, другая—внутренней. 

3. Начальная и заключительная клЪтка всего 
хода коня должны быть обЪ наружными; не суще- 
ствуетъ, слЪдовательно, замкнутыхъ ходовъ коня. 

Соблюдая эти услошя, можно при нЪкоторомъ 
вниманши получить всевозможные ходы коня, не 
опасаясь того, что въ концЪ останутся пустыми 
клЪтки, до которыхъ уже нельзя будетъ добраться. 
Указанныя условя соблюдены, напримЪръ, при по- 
лучени сл$дующаго хода коня: © 
47 

© 
< 
© 


$ 


Такъ какъ не существуеть никакихъ другихъ 
ходовь коня помимо ТЪхъ, которые подчиняются 
условямъ г. Е!уе-ба1п{е- Магте, то мы въ состоя- 
ни также указать число всЪхъ возможныхъ ходовъ 
коня при 4Х 8 клЪткахъ. Существують веего 7772 
возможности заставить коня пройти черезъ подобную 
половину шахматной доски, при чемъ изъ двухъ сим- 
метричныхъ ходовъ коня постоянно принять въ 
разсчетъ только одинъ. 


Съ помощью этихъ результатовь Лак1леръ 
указаль въ „ВиЦени 4е |а $0с1е МабётаНаме ае 
Ргапсе“ (мартъ 1880 г.) различные возможны» спо- 
собы получить на полной шахматной доск%’замкну- 
тые ходы коня такого рода, что конь заерва прохо- 
дить полностью 32 клЪтки одной пезовины доски, 
а потомъ только переходить къ ЗАУклЪткамъ дру- 
гой половины. Хотя получаюциевя такимъ путемъ 
ходы коня составляють лише>вВесьма малую долю 
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всЪхъ вообще возможныхъ, но и для нихъ уже по- 
лучается изрядное число: 


31054 144. 


Естественно можеть явиться высказанная уже 
Эйлеромъ мысль составить интересную въ какомъ- 
нибудь отношенш фигуру путемъ группироватя 
хклфтокъ на которыхъ совершается ходъ коня. Въ 
журналахъ для развлечен1я охотно предлагаются 
интересныя или изящныя фигуры изъ клЪтокъ, — на- 
примЪръ, фигура желЪзнаго креста. Можно также 
образовать фигуру, оставляя свободными опредЪлен- 
ныя клЪтки обыкновенной шахматной доски. Такъ, 
авторъ этой книги составилъ къ столЪтней годовщин\Ъ 
со дня смерти Фридриха Великаго (17 авг. 
1886 г.) слБдующйй ходъ коня, въ которомъ пустыя 
клЪтки образують начальную букву Е имени 
Епедисв, а слоги въ заполненныхъ клЪткахъ даютъ 
одно мМЪето изъ гимна Шуберта— Фридриху 
Великому (стр. 248): 


Между разновидностями задачи на ходъ коня 
проще другихъ поддаются разработкЪ тЪ, въ кото- 
рыхъ сохраняется, по крайней мЪрЪ, фигура пря- 
моугольника. ПослЪ весьма немногочисленныхъ ис- 
пытанй можно убЪдиться, что при этомъ уеслови 
невозможно получить ни одного хода коня, если 
число клЪтокъ меньше 12, и что при 4Х 4 клЪткахь 
тоже нельзя провести коня черезь всЪ клЪтки. Но 
уже при 3ЖХ4 кл$ткахъ возможно получить нЪ- 
сколько ходовъ коня, — напримЪръ, ож 

| о 


я 
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Въ случаЪ квадрата наименьшимъ числомъ 
клЪтокъ, при которомъ возможно получить ходы 
коня, является 25. ПримЪромъ можетъ служить 
сл дуюпай квадратъ: 


С. Центрально-симметричные ходы коня съ по- 
стоянными суммами. 


Если кь Эйлеровой задачЪ на ходъ коня 
присоединить еще ‘отягчаюпия условя, то рЪшеня 
въ большинетвЪ случаевъ потребуютъ огромнаго 
терпЪная. НаиболЪе тяжелую пробу терпЪвая вы-„5), 
держалъ н\Ъеколько десятковъ лЪть тому низа 
одинъ живупий въ моравской деревнЪ отставной 
чиновникь Венцелидесъ (\еп2еНае$), оторый 
поставилъ себЪ задачей вписать въ 64 кофРки шах- 
матной доски числа отъ 1 до 64 таким» ` образомъ, 
чтобы они не только образовали, заминутый ходъ 


коня, но чтобы, кромЪ того, 8 чисель въ каждомъ 
горизонтальномъ и каждомъ вертикальномъ ряду 
давали одну и ту же сумму, а именно 9260. Пора- 
ботавши нЪсколько лЪть, Венцелидестъ нашелъ, 
наконецъ, нЪеколько рЪшенй, которыя опублико- 
ваны имъ въ Берлинскомъ шахматномъ журналЪ. 
Мы приводимъ ниже три рёшеная (стр. 250 и 251), 
которыя представляютъ вмЪетЪ съ т5мъ цен- 
трально-симметричные ходы коня, т. е. такле, въ ко- 
торыхъ отрЪзки, соединяюппе клЪтки, числа кото- 
рыхъ имфютъ разность 82, дЪлятея въ центрЪ по- 
поламъ. ЗамЪтимъ, однако, что ходы коня Венце- 
лидеса не представляютъ собой магическихъ ква- 
дратовъ, такъ какъ числа, стоящая въ обЪихь даго- 
наляхъ не даютъ постоянной суммы 260. 
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Н. Ходы коня въ клЪткахъ куба. 


Въ указанномъ авторомъ расширени задачи о 
ходЪ коня путемъ распространенля ея съ двумЪр- 
наго на трехмЪрное пространство требуется разм3- 
стить въ 4 Х4Х 4 кубикахъ, на которые можно раз- 
бить кубъ, числа оть 1 до 64 такимъ образомъ, 
чтобы два послЪдовательныхъ числа отстояли другъ 
отъ друга по одному изъ трехъ главныхъ напра- 
вленй на 1 кубикъ, а въ каждомъ другомъ глав- 
номъ направлен1и—на два кубика. Мы должны, слЪ- 
довательно, представить себЪ слой изъ 4Ж4 при- 
легающихъ другъ къ другу кубиковъ, расположен- 
ныхъ на горизонтальномъ основании и образующихъ 
такимъ образомъ сверху квадратъ изъ 4 Х 4 клЪтокъ. 
На этомъ слоф лежитъ второй такой же самый, на 
второмъ -—— третий и на третьемъ — четвертый конгру- 
энтный слой. Представимъ себЪ, что въ каждомъ изъ 
полученныхъ такимъ образомъ 64 кубиковъ помЪ- 
щается число, и вопросъ въ томъ, какъ размЪстить 
по кубикамъ числа отъ 1 до 64 такимъ образомъ, 
чтобы два послЪдовательныхъ числа находиливь въ 
двухъ кубикахъ, отстоящихъ другъ оть друга въ 
одномъ изъ трехъ главныхъ направлевуй’ на два 
кубика, а въ другомъ — на одинъ. ‚ Конечно, три 
главныхъ направленая суть: во-пе нбзь — олфва на- 
право, во-вторыхъ — спереди наз . въ третьихъ — 
сверху внизъ, или обратно” иблуеть замЪтить, 
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что каждое изъ 8 отдВленй при вершинахъ имЪетъ 
6 выходовъ; каждое изъ 24 отдЪленй, расположен- 
ныхъ по ребрамъ, но не въ вершинахъ куба, иметь 
8 выходовъ; далЪе, каждое изъ 24 отдЗлевй, ле- 
жалцихъ по гранямъ, но не на ребрахъ, связано хо- 
домъ коня съ 10 отдЪленями; наконецъ, отъ каждаго 
изъ 8 отдЪлен1й, лежащихъ внутри куба вокругь 
центра, можно указаннымъ образомъ пройти въ 12 
отдЪленй. Въ виду большого числа отдЪленш, съ 
которыми благодаря скачкамъ въ пространствЪ свя- 
занс ходомъ коня каждое отдВлене куба, задача на 
составлеше подобнаго рода ходовъ коня въ кубЪ пр1- 
обрЪтаетъ особенный интересъ. Точно такъ же и об- 
ратная задача о разыскан1и хода коня, заданнаго въ 
64 слогахъ, пр1обрЪтаеть значительно болышй ин- 
тересъ велЪдств1е того, что слоги слЪдуеть пред- 
ставлять себЪ написанными въ 4 Х4Х4 клЪткахъ 
вмЪсто 8Х 8. Такъ какъ бумага иметь лишь два 
измЪрен1я, а задача со слогами на ходъ коня въ 
кубЪ требуеть трехъ измЪрешй, то она можеть быть 
задана лишь съ помощью квадратовъ, содержащихъ 
каждый по 16 клЪтокъ, которые мы можемъ пред- 
ставлять себЪ, какъ поверхности четырехъ слоевк»° 
расположенныхъ одинъ надъ другимъ и отеч - 
ваемыхъ сверху внизъ. у” 


Первый слой. Второй слой. 
| — т — 
да | мо и Все ми раз | да | слу 
| | | 
| | 
- луч ’ Сю ББдЬ го Ты | ва ска 
== и Е о. 
ю (при пе | ни но ль 06 | шать рю 
к. = Е. и ее 
ше будь по шелъ ис | бла зать Сло 
| | | | 1 | 
Третий слой. Четвертый слой. 
по не |знать| го А | чить дЪ Я 
Е У | ——- —=_- ——_—_— НН —— 
у поль то зла ла Но ‚ ду мнЪ 
ДЪ И мно Зы лег мож дямъ и 
Не вамъ лалъ му лю мо грудь, шу 


| | | | 
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РЪшене этой кубической задачи на ходЪ коня 
здЪзеь приводится: 


Методъ, по которому авторъ составилъ ре 


кубичесвай ходъ коня, въ общемъ сходенъ съ А О- 

вымъ французскимъ методомъ для получен Я “обык- 

новенныхъ ходовъ коня: каждыя четыре цаслЪдова- 

тельныхъ числа образуютъ четверной ходь въ ква- 

драт$, плоскость котораго параллел х „одной изъ 
АС 


у 
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шести граней куба. Нижеслфдуюпай кубическай ходъ 


коня составленъ по другому, нзеколько болЪе слож- 
ному закону: 


24 | 39 | оо 


— 


———ы—_—_о——дддд—д_д. 


> 


9 | 2951 62 
а 


——_о—д и. 


4 
22 1 | 6 


> 
> 


Перенесен1е задачи о ходЪ коня съ куба на 
прямоугольный параллелопипедъ само собою напра- 
шивается. Примфромъ можеть сложить слЪъбуюций 


() 
ходь коня въ параллелопипедЪ изъ ох 4Ж6 
кубиковъ: 


<“ 
$7 
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Первый слой. 


5 > 


с 44 | 31 | 48 | 35 | 50 


ТГретллй слой. 


8 | 60 | 13| 56| 5 [52 
26] 1 [28 68 |206? 
43 | 32 ' 39 | 36 | 49 | 34 


Второй слой. 


пАСНОЕ 


30 [41 | 28 | 45 | 38 | 47 


Такенъ или игра въ пятнадцать. 


Лавно уже ни одна игра-головоломка не воз- 
буждала въ образованной публикЪ такого интереса, 
какъ игра, распространившаяся въ 1879 и 1880 г.г 
въ Герианш подъ именемъ „Во$$-Ри721е“, во Фран- 
щи подъ именемъ „феи ди фадит“ (задорная игра) 
и вь Англш — „ЕЩеепт®-Ри221е“. Въ течен1е мъЪся- 
цевъ изыскан1я, связанныя съ этой игрой, соста- 
вляли постоянный отдЪлъ журналовъ и газетъ. Даже 
въ вагонахъ трамвая можно было замЪтить малень- 
ке ящики съ 15 деревяшками и безпокойно сную- 
пая по нимъ руки. Предпримчивые трактирщики 
приглашали на такенный турниръ, при чемъ гос- 
тямъ предлагалось рЪшить поставленную хозяиномъ 
задачу на высокую прем1ю. Понятно, задача остава- 
лась нерЪшенной, такъ какъ она относилась къ 
групп неразр5шимыхъ задачъ, съ нооВ ато мы 
познакомимся ниже. `9° 

Но и серьезные ученые улЪляли. 696 внима- 
не и время этой новой игрЪ. Перв м математиче- 
ская разработка этой игры появидя®ь уже въ 1879 г. 
въ „Ашейсап Фоигпа| о? татетан > риге ап@ аррйеа“; 
эвторъ ея былъ математикъ Ва сей Джонсонъ 
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(\№оо1зеу ЛоНизой). Теорля этого ученаго въ обобщен. 
номъ видЪ была опубликована затфмъ въ томъ же 
журналЪ профессоромъ Стори (3юту). Въ Германия 
авторъ настоящей книги даль общепонятное изло- 
жене теор1и этой игры, предназначенное для нема- 
тематиковъ. Оно появилось въ 1880 г. въ ГамбургЪ 
въ видЪ небольшой брошюры подъ назвашемъ: 
„ Георетическ!й разборъ игры Воз$-Ри721е въ обще- 
понятномъ изложении съ руководетвомъ для быстра- 
го составленя разрЪшимыхъь и неразрЪшимыхъ 
задачъ“. Въ нижеслВдующемъ изложен! авторъ въ 
существенномъ пользуется содержанемъ этой книж- 
ки, такъ какь предложенныя другими теорети- 
чесмя изслЪдованя игры менЪе доступны для нема- 
тематиковъ. Что касается изобрЪтателя этой увлека- 
тельной игры, то мы можемъ привести лишь то со- 
общене, которое сдЪлалъ на годичномъ собрани 
„Аз5осмаНоп Напса!е роиг Гауапсетег{ 4ез эс1епсез“ въ 
РеймсЪ профессоръ университета Гопкинса въ 
ралтиморЪ математикь Сильвестеръ (5ууе$ег). 
По его словамъ эта игра была изобрЪтена въ де- 
кабрЪ 1878 года однимъ глухонзмымъ америк 

цемъ, пожелавшимъ размЪстить въ натураль@мт, 
порядкЪ номера, лежавшие въ яшикЪ въ, Хезно- 
рядкЪ. Онъ почему-то вынулъ одинъ номерт, и 
старался затЪмъ достигнуть цзли съ пож9щью про- 
стого передвиган1я номеровъ (т. е. не &ынимая ихъ 


изъ ящика). хо 


<; 14* 


— БО 


Перейдемъ теперь къ разсмотрЪ ню первона- 
`чальной задачи такена. Она состоитъ въ слЪдую- 
щемъ: квадратный ящикъ, наднЪ котораго 
можетъ поместиться ровно 16 одинако- 
выхъ камней квадратнаго вида, содер- 
житъ всего лишь 15 такихъ прикасаю- 
щихся другъ къ другу камней съ но- 
мерами отъ 1 до 15; требуется исключи- 
тельно лишь путемъ передвиган1я по 
дну ящика разм стить лежаште въ про- 
извольномъ порядк% камни такъ, чтобы 
получилась сл5дующая фигура: 


ОпредЗленное этой фигурой взаимное радкдто- 
жене 15 камней мы будемъ называть п р&ил ь- 
С х. 
нымъ. Положимъ, напримЪръ, что требу@уся пере- 
У 


$9 


Эту задачу можно, между прочимъ, рЪшить такъ: 
вь данномъ первоначальномъ размЪщенйи сперва 
передвигаютъ камень 15 въ пустое поле, а затЪмъ 
передвигаютъ три камня 11, 8, 12 вправо. Изъ по- 
лученнаго такимъ путемъ расположенля 


А 
легко перейти посл$довательно посредетвомъ пере“ 
двигая къ сльдующимъ расположешямъ: ©’ 


© 
55 


в 


ПослЪднее изъ этихъ четырехъ расположен! 
легко можеть дать намъ правильное: нужно лишь 
передвинуть вверхъ камни 8 и 12. 

Прежде всего спрапивается, сколько всего 
возможно задачъ, т.е. сколько различныхъ рас- 
положен1й можно дать 15 камнямъ, при чемъ д- 
полагается, что въ каждой задачЪ пустая Ро 
какъ и въ случаЪ правильнаго располоз и, нахо- 
дится справа внизу. Чтобы прода пе- 
рестановокъ можно получить съ пожазнью 15 пред- 
метовъ, начнемъ съ 2 предметовъ-® йЬ. Они могутъ 
дать лишь двЪ перестановки» ‚> Ииенно ар и Ба, 


› 


х 
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При трехь же предметахь уже существуеть втрое 
больше перестановокъ, т. е. 6, такъь какъ предметъ 
а& можетъ быть поставленъ передъ с и передъ о5, и, 
кромЪ того, им ются еще двЪ перестановки, начинаю- 
пляся съ Ь, и двЪ, начинаюцаяся съ с. Отсюда мож- 
но заключить далЪе, что четыре предмета а, Б, с, 4 
могутъ дать вчетверо большее число различныхь пе- 
рестановокъ, т. е. 4. 3. 2=24 различныхъ переста- 
новки. Продолжая такъ, можно найти, что 15 кам- 
ней такена допускалюотъ всего 


2.945061 = м 11. 12. 51 
перестановокъ. Вычисливь это произведене, мы 
найдемъ для числа задачъ игры въ такенъ изряд- 
ное число въ 

1 билллонъ 307674 милллоновъ и 365000. 
Такое же число мы получимъ, понятно, и въ отвЪть 
на вопросъ, сколькими различными способами мо- 
жеть размЪститься за столомъ общество изъ 15 лицъ, 
при чемъ новое расположене можетъ выводиться 
изъ стараго также и перемфщенлемъ двухъ только 
лицъ. Ксели бы такое общество изъ 15 лицъ поже- 
лало сидЪть каждый день въ другомъ порялкЪ, то, ху 
потребовалось бы свыше 3600 милллоновъ лЪть, че 7 
бы исчерпать всЪ возможныя расположенля; да: В 
томъ случаЪ, если бы эти 15 лицъ были ВЪХ ‹сбетоя- 
ни размЪетиться въ новомъ порядкЪ кана) секун- 
ду, то имъ пришлось бы работать безирерывно свы- 
ше 41000 лЪтъ, пока не будутъ  иобробованы вой 

У 
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возможныя перестановки. Этоть примЪръ даетьъ, мо- 
жетъ быть, нЪкоторое представлене о размЪрахъ 
найденнаго числа всЪхъ задачъ такена. 

Ето возьмется за рЪшенле одной изъ этихъ за- 
дачъ, скоро будетъ въ состояни путемъ передвига- 
ня расположить первые 12 камней въ ихъь надле- 
жащихъ мЪстахъ. Но послЪ этого онъ будетъ имЪть 
въ четвертомъ ряду одно изъ слБдующихъ 6 поло- 
женйй: 

1) 13, 44, 15; 2) 14, 15, 18; 35 

4) 15. 15, 14:5) 14, 18, 15; бТ- 

ЗатЪмъ опытъ быстро покажетъ, что порядокъ, 
соотвЪтетвуюцпий первому положенлю, можетъ также 
быть достигнуть во второмъ и третьемъ положен1и 
при содЪйстви камней 9, 10, 11, 12 третьяго ряда, 
при чемъ придется передвигать камень, по меньшей 
мЪрЪ, 18 разъ; при четвертомъ же, пятомъ и ше- 
стомъ положенляхъ требуемое правильное положене 
не можетъ быть достигнуто. РЪшен1е такой задачи 
можеть быть выполнено лишь съ помощью обмана 
или фокуса. РЪшен1е получается лишь такимъ об- 
разомъ, что въ какой-либо моменть вмЪсто зёдви- 
гантя переставляютъ два камня одинъ на Мото дру- 
гого, что, конечно, является нар правила 
игры. су 

Чтобы быть въ состояи ближе познако- 
миться съ теорлей такенныхъ зэдачъ, мы исходимъ 
изъ слЪдующихъ простыхъ «оОрАИЕВИИ: Подъ „хо- 
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домъ“ въ такен$ мы разумфемъ перемфщене камня 
на сосЪднее пустое мЪсто. Если мы слвинемъ ка- 
мень съ его первоначальнаго положеня, будемъ пе- 
редвигать его такъ, чтобы онъ могь перем щаться 
дальше, и заставимъ его переходить по какимъ 
угодно путямъ съ какими угодно перерывами, но 
только такимъ образомъ, чтобы, въ концЪ концовъ, 
онъ вернулся на свое старое мЪсто, то камень сд*- 
лаетъь непрем%нно четное число ходовъ, незави- 
симо отъ того, каюмя перемфщеная совершатъ при 
этомъ друге камни. ДЪйствительно, каждому ходу 
въ горизонтальномъ или вертикальномъ направле- 
вши долженъ соотвЪтетвовать въ какой-либо моментт, 
и въ какомъ-либо мЪестЪ обратный ходъ въ па- 
раллельномъ направлеши. Сказанное справедливо 
не только для камня, но и для пустой клЪтки, такъ 
какъ послфдняя при каждомъ ходЪ перемЪщается 
въ горизонтальномъ или вертикальномъ направле- 
ми на одинъ шагъ впередъ или назадъ. Отеюда 
вытекаеть слЪдующая истина: „если путемъ опре- 
дЪленныхъ произвольныхъ передвиган1Й одно поло- 
жене 15-ти камней переводится въ другое положа 
не, при которомъ пустое поле занимаетъь свое \ф- 
воначальное м3Ъсто, то число восЪхЪъ х ‘въ, 
сдЪланныхъ при переводЪ перваго А `а въ 
другое, есть четное число“. При кфДомть та- 
комъ перем щевн1и можно представля&ь` себЪф, что 
камень, который первымъ ину нижнее пра- 
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вое пустое мЪето, послЪдовательно мЪняется 
мЪъстомъ со всБми другими сдвигаемыми камня- 
ми. НапримЪ$ръ, исходя изъ основного положетя и 
передвинувъ послЪдовательно камни: 


12, В; 7, 9, 2, 6, 0, Е. 


мы получимъ слБдующее новое расположенте: 


Мы можемъ представлять себЪ, что произве- 
денныя перемфщеня замЪнены рядомъ трансно- 
зиц1й двухъ камней: нужно только вообразить 
себЪ, что пустое мЪето постоянно занято камнемъ 
12, который первымъ подвергается перем щенаю. 
ЗатЬмъ камень 12 обмЪфнивается мЪетомъ спедза съ 
камнемъ 8, потомъ съ 7, затЪмъ съ 38, съ, <” съ 6, 
съ 10, сь 14 и, наконецъ, съ 15. Пра 40 ходахъ 
произошло, слЪдовательно, 8 транспоавщй, т. е. на 
на 2 транспозищи меньше, чЪмъ `ЗИело ходовъ. такъ 
какь вдвигаше камня 12 на пу0$ мЪето и удале- 


ше его оттуда не есть транепозищы двухь камней, 
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Но это самое должно имЪть мЪето и при всякомъ 
сколь угодно сложномъ передвигании: всегда можно 
сказать, что камень, раньше всЪ$хъ сдвинутый въ 
пустое мЪсто, мБняется мЪстомъ со всЪми другими 
передвигаемыми камнями. При этомъ число вообра- 
жаемыхъ транспозишй всегда на 2 меньше, чЪмъ 
число ходовъ. Такъ какъ число ходовъ, какъ мы 
видЪли выше, должно быть четное, а число, на 9 
меньшее, тоже есть четное, то и число про- 
изведенныхъ транспозиц1й двухъ камней 
также четное. ВмЪсето того, чтобы начать замЪфну 
съ камня 12, мы можемъ, конечно, начать ее съ 
какого-нибудь другого передвинутаго камня,—напри- 
мЪръ, съ камня 8. Тогда 3 обмЪнивается м$Ъетомъ 
съ 9, затЪмъ съ 6, сь 10, сь 14, сь 15, далБе- въ 
косомъ направлени мимо пустой клЪтки — съ 12, за- 
тЪмъ съ 8 и, наконецъ, съ 7. Часто въ процессЪ 
передвиганй камни возвращаются обратно на свои 
мЪста. Такъ какъ для этого они должны совершить 
четное число ходовъ, то число транспозишй оста- 
ется четнымъ, если и не принимать въ разсчетъ 
тЪхьъ транспозишй, которыя произошли отъ камней, Ау 
возвратившихся на свои прежеля мЪста. Если перб> : 
двинуть, напримЪръ, исходя изъ правильнаго цояо- 
жен1я, послЪ довательно камни ©У 
15, 14, 10, 11, 7, 6, 11, 10, 14, 4857 
то вмЪето того, чтобы помЪнять мЪетам^ 15 съ 14, 


затЪмъ съ 10, съ 1, 7, съ И, съ 10 н, 
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наконецъ, съ 14, мы можемъ для достиженя новаго 
положен1я ограничиться обмЪномъ мЪеть 11 съ 7 и 
затЪмъ 11 съ 6. Но и при этомъ мы тоже полу- 
чаемъ четное число транспозишй. Итакъ, если два 
расположен1я получаются одно изъ другого посред- 
ствомъ передвиганля, то они могутъ быть переведены 
другъ въ друга также посредствомъ четнаго числа 
транепозишй двухъ сосЖднихъ камней. Если мы 
при этомъ совершаемъ транспозиши не въ томъ 
именно порядкЪ, который вытекаетъ изъ передви- 
гантя, а въ какомъ-либо другомъ порядкЪ, при ко- 
торомъ также достигается цЪль, то мы сдЪлаемъ при 
этомъ, можетъ быть, больше или меньше транепо- 
зишй, но это увеличен1е или уменьшен1е выразится 
четнымъ числомъ, такъ какъ для того, чтобы изъ 
нЪкотораго даннаго расположен1я предметовъ полу- 
чить снова это же расположене, необходимо сдф- 
лать четное число транспозитй. Отсюда можно вы- 
вести слЪдующее заключене: „Если нЪкоторое ста- 
рое положенле 15 камней такена переводится одними 
лишь передвиган1ями въ новое, при которомъ пус- 
тое поле находится на первоначальномъ мет, то 
число транспозишй смежныхъ камней, ‘которыя 
нужно сдЪБлать для того, чтобы получи” изъ ста- 
раго положен1я новое, должно быть етное“. 
Гранспозицио двухъ несмежинухть камней, — на- 
примЪръ, при правильномъ рабположен, камней 
ди 11,-—можно замЪнить _Вобольними транецози- 


У 
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щями омежныхъ камней; для этого слфдуеть пом%- 
нять одинъ на другой камни 2 и3 Зит 2 и 11, 
затЪмъ еще 7 и 11 и, наконецъ, 7 и 2. Мы видимъ, 
слЪдовательно, что транепозищя двухъ несмежныхть 
камней всегда можетъ быть замВнена рядомъ транс- 
позишй смежныхъ камней, при чемъ число этихт, 
транспозищй на |1 меньше удвоеннаго числа ходовъ, 
которые пришлось бы сдЪлать отъ мЪста перваго 
камня къ мЪсту второго. Итакъ, то, что достигается 
при помощи транспозишй несмежныхъ камней, 
можетъ быть достигнуто и при помощи транспози- 
ШИ однихъ только смежныхъ камней: придется 
только увеличить число транепозищй на четное 
число. 

Мы получаемъ, такимъ образомъ, слБдующй 
важный результатъ: 


Если два расположен1я 15 камней 
такена приводимыя одно къ другому 
одними лишь передвиган1ями, мы при- 
водимъ другъ къ другу посредствомъ 
ряда транспозиц1й паръ какихъ-либо 
элементовтъ, то число совершенныхь < 
транспозиц1й всегда будетъ четнымъ. 9’ 

Полезно подтвердить этотъ результатъ нЪоволь- 
кими примЪ рами. © 

1. Исходя изъ основного расположен камней, 
подвинемъ на пустое мфето камень 15; а освобо- 
дившееся мЪсто —камень 11, на вонь освободив- 
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ееся мЪето камень 15 и на мЪето посл дняго—ка- 
мень 12. Можно получить новбоё расположен1е и 
такъ, что сперва сдЪлаемъ транспозищю камней 11 
и 12, а затТЪмъ 12 и 15. Мы произвели двЪ транс- 
позищи, т. е. четное число транспозишй. 

2. Исходимъ изъ основного расположеня и 
передвигаемъь на освобождающееся каждый разъ 
мъето камни: 


12, 11, 10, 14, 15, 10, 14 9 О 
9, 10, 15, 18, 10, 9, ЕВЕ 


) 
Въ результат мы получимъ новое располо- 


жен1е: 


^А 
Но это новое расположене полу тан изъ 


стараго также посредствомъ четнаго чи’ транепо- 
зишй, а именно—при помощи трапепозиший камней 


Эи 10, 14 и 15. 
№ 


= 271 — 


3. Перевести расположене: 


Эго можеть быть достигнуто, напримЪ$ръ, по- 
средствомъ ходовъ: 

14, 10, 1 ооо 1. 
Какимъ бы образомъ мы ни пробовали привеети ста- 
рое положене къ новому, заставляя камни обмЪ- 
ниваться мЪетами, намъ всяюй разъ придется со- 
вершить четное число обмЪновъ; кь нашей цЪли ве- 
деть, напримЪръ, послЪдовательный обмЪнъ кам- 
ней: 

15 и 4, 15 и фз, 15 и 10, 10и2, 
10 и б, Зи 4, Ви 12, Ти 4. 

Всего, какъ видимъ, оказывается 8 обмЪновъ. 

Приведенныя разсужден1я даютъ также резульхуу 
тать, обратный относительно изложеннаго. Его мот 
но формулировать слБдующимъ образомъ __@? 

Старое расположенте 15 камней та- 
кена приводимо къ новому или жприво- 
димо, смотря по тому будетж\\‘ли чет- 


нымъ или нечетнымъ число < ланныхъ 
х 


какимъ-Либо образомъ обмЪфновъЪ, по- 
средствомъ которыхъ мы также можемъ 
привести старое положен:е къ новому. 

Это правило подтверждается слВЗдующими при- 
мЪрами. 

1. Когда игра въ такенъ получила распростра 
ненте и ею занимались очень мноте, то особенную 
роль играла слЪдующая задача: дано расположенте, 
которое отличается отъ основного только тЪмъ, что 
въ концЪ камень 15 стоить передъ камнемъ 14, и 
требуется привести это положене къ основному. 
Согласно нашему правилу эта задача неразрЪши- 
ма, такъ какъ та же цЪль достигается помощью од- 
ного единственнаго обм$на между двумя камнями, 
& 1 есть нечетное число. Въ силу этой же причины 
также неразршимы двЪ задачи, въ которыхъ камни 
оть 1 до 12 включительно правильно расположены, 
а затЪмъ слЪдуютъ камни 14, 13, 15 или 15, 14, 13. 
Напротивъ, друпя двЪ задачи, въ которыхъ камни 
первыхъ трехъ рядовъ правильно расположены, а 
въ четвертомъ ряду они сл$дуютъ другъ за дру- 
гомъ въ порядкЪ 


не 
14, 15, 13 или 15, 13, 14, 


5<© 
могуть быть разрЪшены. ДЪйствительно, основное 


расположен1е 13, 14, 15 достигаерся” здЪеь посред- 
ствомъ 2 транспозищй, а 2 есть, етное число, 


2. Требуется посредством» ередвиганля пере- 


вести первое изъ двухъ слфдующихъ расположений 
во второе: 


Съ помощью нашего второго правила мы сей- 
часъ же узнаемъ, возможно ли это или невозмож- 
но. Передвинемъ сперва камни такъ, чтобы пустая 
клЪтка была въ обоихъ расположеняхъ на одномъ 
и томъ же мЪстЪ; напримЪръ. передвинемъ въ пер- 
вомъ расположени 12 на пустое мЪсто, а на осво- 
бодившееся послЪ этого мЪето передвинемъ камень 
11. ЗатЪмъ мы можемъ сдЪлать слЪдующая транс- 
позищи: 

4, 1; 2 5: 9, 6; 1 7; 14а 8; 
13, 9; 12, 10; 14, 12; 15, 13; 14, 15. 


Такъ какъ цЪль можетъ быть достигнута также, 
съ помощью десяти, т. е. четнаго числа, трамёио- 
зищ, то поставленая задача разрЪшима. А© 

3. Чтобы узнать, можно ли привести не 


К 
РР 


© 15 


къ основному, мы передвигаемъ влЪво 13, 14, 15 
такъ, чтобы пустая клЪтка была въ надлежащемъ 
мфетЪ. Тогда мы легко найдемъ, что для достиже- 
н1я правильнаго положен1я нужно лишь произвести 
транспозицти: 4, 1; 3, 2; 8,5; 71, 6; 12, 9; 11, 10; 13, 15. 
Такъ какъ къ цЪъли приводятъ 7, т. е. нечетное число, 
транспозищй, то задача не можеть быть разрЪшена. 

Изъ двухь доказанныхъ выше правилъ непо- 
средственно вытекаютъ слЪдуюпия четыре допол- 
нительныхъ правила: 

Два расположен1я, которыя путемъ пере- 
двиган1я могуть быть приведены къ одному и тому 
же третьему, приводимы также другъ къ другу. 

2. Два расположеня, которыя оба не могутъ 
быть приведены передвиганлемъ къ одному тому 
же третьему, приводимы другь къ другу „у 

3. Два расположеня, изъ котор о одно мо- 
‚ жеть быть приведено передвиганцемлеёь нЪкоторому 
третьему, а другое не можеть, наприводимы другъ 
къ другу передвиганемъ. $ 


25% 
4. Всякое расположенеСжкоторов не можеть пе- 
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рейти въ правильное путемъ передвиган1я, станетъ 
расположенлемъ, которое можета, быть переведено 
путемъ передвиганля въ правильное, если мы либо 
сдЪлаемъ одну транспозищю или нечетное число 
транспозищй, либо, что то же, сдЪлаемъ скачекъ че- 
резъь одинъ или нечетное число камней. 

Если въ такенной задачЪ требуется придти 
путемъ передвиганя къ основному расположеню, и 
мног1е камни случайно лежатъ на своихъ надлежа- 
щихъ мЪетахъ, то можно будетъ очень скоро опре- 
дЪлить число транспозищИ, необходимыхъ для над- 
лежащаго размЪщен1я прочихъ камней: если это 
число окажется четнымъ, то задача разрЪшима, если 
же число нечетное, то задача неразрЪшима. Если, 
однако, въ болЪе запутанной задачЪ на своихъ над. 
лежащихъ мЪстахъ находится очень мало камней или 
даже нЪтъЪ ни одного такого камня, то для того, чтобы 
узнать, разрЪшима ли задача или нЪтъ, пришлось 
бы сд$лать много транспозищй. Въ этомъ случаЪ 
цЪлесообразно располагать транспозищи, слЪдуя нЪ- 
которому порядку, въ ряды и такимъ образомъ до- 
стигнуть большей наглядности. СлЪдуюций пи” 
мЪръ объяснитъ намъ это. 29° 

Прелположимъ, что требуется испытать, 9змож- 
но ли посредетвомъ передвиганля перевесдйи первое 
изъ двухъ слЪдующихъ расположена \` 38’ второе: 


<Я 
ы 15% 
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Такъ какъ въ первой клЪткЪ вверху слЪва ле- 
житъ камень 2, а потомъ тамъ должень находиться 
камень 1, то мы дЪлаемъ транспозицю этихъ камней, 
затЪмъ кладемъ камень 2 на то мЪето, гдЪ лежитъ 
4, камень 4 кладемъ на то мЪето, гдЪ онъ долженъ 
быть, т. е. въ ту клЪтку, гдЪ находится 8, затЪмъ 
подобнымъ же образомъ вынимаемъ камни 12, Т, 10, 
14, 13, 9, и, наконецъ. 9 кладемъ на мЪсто, въ ко- 
торомъ первоначально находился камень 1. Такимъ 
образомъ, камни 


Го 8, 12, 7, 10, 14.1 


образують циклъ транеспозиц!йЙ, состояпй изъ 
9 транспозищй, въ которыхъ участвуютъ 10 камней. 
Точно такъ же камни 3 и 6 составляютъ РОЗЫ 
состояпий изъ одной транспозищи дву” камней. 
Наконецъ, остаются еще три камня, а_Именно 5, 11, 
15, которые лежать уже на надлежащихь мЪетахъ. 
Мы можемъ, слЪдовательно, сказать) что къ предыду- 
щимъ двумъ цикламъ присоедявяются еще три, изъ 
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коихъ каждый состоитъ изъ 0 транепозишй и |1 
камня. Въ каждомъ случаЪ оказывается, слЪдова- 
тельно, что число камней, содержащихся въ циклЪ, 
на единицу больше числа составляющихъ его транс- 
позишй. Въ нашемъ примЪзрЪ мы имЪемъ 5 цик- 
ловъ, и такимъ образомъ число камней на 5 больше 
числа транспозишй. Всегда, слЪдовательно, число 
всЪхъ транспозиц!й равно разности меж- 
ду чиеломъ камней и числомъ цикловъ; 
въ нашемъ примЪрЪ 15 — 5 = 10. Такъ какъ 10 чет- 
ное число, то задача разрЪшима. Итакъ, мы выво- 
димъ слБдующее главное правило: 

Одно расположен1е такена можеттъ 
или не можетъ быть приведено передвни- 
ган1емъ къ другому, смотря по тому, бу- 
деть ли четнымъ или нечетнымъ чис- 
ломъ разность между числомъ камней и 
числовъ цикловъ, черезъ которые необ- 
ходимо пройти, чтобы превратить ста- 
рое расположенте въ новое. 


Это основное правило даетъ возможность наи- 
скорзйшимъ путемъ узнать, разр шима ли предло, 
женная такенная задача. Для рЪзшеня подо: 
вопроса удобнЪе всего, написавъ рядъ чиселаз` вы- 
ражающихъ одно расположене, подписать пожв. нимъ 
по порядку рядъ чиселъ, выражающихтьс 0 распо- 
ложенте, въ которое первое должно бы переведено. 
Тогда можно быстро и съ узфрениффыю узнать на 


к 
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взглядъ циклы транспозишй и сообразно съ этимъ 
рЪшить вопросъ по вышеуказанному правилу. По- 
яенимъ сказанное слЗдлующими примЪрами: 


1. ОпредЪлить, можно ли посредетвомъ пере- 


двигая превратить первое изъ двухъ нижеслЪ- 
дующихь расположевн1й во второе: 


Напишемъ другь подъ другомъ числа, лежа- 
пия въ одинаково расположенныхъ клЪткахъ, чтобы 
легче распознать циклы транспозишй: 


6 | 8 |121 11 


|5 |144 |1 [131152 |9 |3 [1017 
112 [3 |4 |5 | 


67| 819 [10111] 12113414115 
Теперь мы легко открываемъ три цикла к 
позищй: | 
__ 
Пи: 1 10, 15, 7, 4, 11 2 ® ©? 
о © 18: < 
ое. 
х© 
Если вычтемъ число циклов 3 изъ числа 
камней 15, то получимъ четное `Зиело 12. Поэтому 
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данныя расположен1я могутъ быть приведены одно 
къ другому посредствомъ передвигания. 

2. Требуется узнать, приводимы ли другъ къ 
другу два слЪдующихъ расположенля: 


Выписываемъ оба расположеня, какъ въ пер 
вомъ примЪрЪ: 


14] 2 |181 |918 [83 1 
1815 ПГ Е 316 


Отсюда мы находимь слЗдуюпие 5 цикловъ 
транспозищй: 


1.19 м и. 

р. 

3. 3, 8, 6; 

д 6: ‚с 
‚ре © 

5. 12. © 


Разность 15 — 5 = 10 есть четное "РО. 
оба предложенныя расположевля могутВ’\ быть при- 
ведены одно къ другому пооредотвоми иередвиг антяТ, 


$ 
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Наше основное правило даетъ намъ также воз- 
можность рЪшить, можно ли при данномъ располо- 
женти привести камни въ надлежатий порядокъ, хотя 
бы и не въ то именно расположене, которое мы вы- 
ше назвали правильнымъ. Есть всего 8 расположе- 
ний, о которыхъ можно сказать, что числа на кам- 
няхъ находятся въ натуральномъ порядкЪ; изъ на- 
шего основного правила легко вывести, что эти 8 
расположев!И распадаются на двЪ группы по 4 въ 
каждой и что 4 расположен1я каждой группы могуть 
быть приведены одно къ другому предвиганемъ, но 
расположене, относящееся къ одной группЪ, не мо- 
жетъ быть приведено ни къ одному изъ расположе- 
шй второй группы. Это слЗдуюция двЪ группы: 
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Первая группа. 


—- 


Вторая группа. 


Такъ какъ любое расположен1е 15 камней та- 
кена, которое не можетъ быть приведено передви- 
ганлемъ къ одному изъ расположевй, указанныхъ 
въ первой группЪ, непремЪнно будетъ приводи- 
мо къ одному изъ расположенй второй граиты, 
то мы можемъ называть разрЪшимой всякуюзадачу 
такена, если подъ „рЪшенемъ“ подризумфвать 
приведен1е предписаннаго располо я посред- 
ствомъ передвиганля къ одному из рышеприведен- 
ныхъ восьми расположении. ТакъоВАкъ два располо- 
жешя второй группы полузавожа изъ правильнаго 


у т 


расположенная, если разематривать его въ зеркалЪ, 
поставленномъ перпендикулярно къ плоскости та- 
кеннаго квадрата и параллельно одной изъ сто- 
ронъ его, то мы можемъ также сказать, что любое 
расположене 15 камней можетъ быть приведено пу- 
темъ передвиган1я къ расположеню, которое либо 
само есть правильное, либо будетъ правильнымъ, 
если разсматривать его въ зеркалЪ. 

До сихъ поръ мы постоянно предполагали, что 
15 камней такена лежатъ въ ящикЪ, въ которомъ 
могутъ помЪетиться 4Ж4 камня. Но всЪ наши раз- 
сужден1я относительно транспозишй и цикловъ оста- 
ются въ силЪ и въ томъ еслучаЪ, когда прямоуголь- 
ный ящикь можетъ вмЪетить аб камней и содер- 
житъ въ дЪйствительности арБ—1 камней. Въ част- 
ности выведенное нами въ концЪ основное правило 
формулировано такимъ образомъ, что его можно при- 
мънять непосредственно къ этому болЪе общему слу- 
чаю; это видно изъ нижесл$ дующихъ примфровъ: 

1. Предположимъ, что требуется узнать, приво- 
димо ли передвиганемъ расположене 


къ расположе- 
ню 
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Пользуясь болЪе удобнымъ начертанлемъ 


Ея 1 
, № 


_51 2 | 81 ЗЕЯ | 6 В 
п ас 


| 
ав 


мы получаемъ слБдуюцие четыре цикла транспозишй: 


ии ©. 
2. о: 
3. 3, 8, 4; 
4. 6 


Такъ какъ число камней равно 8 и 8 — 4=4 есть 
четное число, то оба данныя расположеня приводи- 
мы другъ къ другу пеередвиганлемъ. 

2. Найти, приводимы ли другъ къ другу слЪ- 
дуюпия два расположения: 
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Передвинемъ во второмъ расположевнйи камни 
10 и 9 вл$во, такъ что пустая клЪтка будетъ зани- 
мать въ обоихъ расположеняхъ одно и то же мЪето: 
затьмъ мы напишемъ: 


ыы 415|6| 7! 8| 91011 12]13| 1415] 16117 1819120 


ту 6 15. аи 5 1813 611912! 7 20111 8 10 9 


Отсюда получаемъ слздуюпие четыре цикла: 


1 №: 

7 

э. 9; 

4. 4, 16, 20 Пт Ш ты 10, 18, 
8, 14, 12, 6. 


Такъ какъ 20 -—— 4 =16 есть четное число, то 
оба заданныя расположен1я приводимы другь къ 
другу передвиганемъ. 

ВекорЪ послЪ изобрЪтенля такена въ Германи 
появился варлантъ, соединявцпий эту игру съ маги- 
ческими квадратами (ср. 8 19): ВЪ задачахъ этого 
рода требуется превратить путемъ передвиганля пра- 
вильное расположене въ такое, при которомъ веЪ 
горизонтальные, вертикальные и длагональные ря 
ды давали бы одинаковую сумму, считая, что - 
пустую кл$Зтку вставлено число 16. Можно зам ить 
что гораздо удобнЪе было бы не брать ворбе въ 
разсчеть пустую клЪтку, т. е. предотаА ть себъ, 
что въ ней находится число 0. Отъ эт@\е задача по 
существу не измЪняется, пав ве она упро- 
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стилась бы, такъ какъ не было бы надобности брать 
еще новый камень для заполнен1я пустой клЪтки. 
Магическй квадратъ съ 16 числами отъ 0 до 15 
получается проще всего, если вписать эти числа по 
порядку въ 16 клЪтокъ, но въ тЪхь восьми клЪт- 
кахъ, которыя составляютъ вершины и средину ква- 
драта, писать то число, которое получится при вы- 
читанти числа, относящагося къ этой клЪткЪ, изъ 
15. Такимъ образомъ задача заключается въ приве- 
дени лЪваго изъ двухъ нижеслздующихъ располо- 
жен1й въ правое: 


ВЪ 


Второй квадратъ магический, такъ какъ че- 
тыре горизонтальные, четыре вертикальные и оба 
длагональные ряда даютъ одну и ту же су 30. 
Спрашивается, однако. приводимо ли пуземь пере- 
виган1я первое расположене ко Фому. Наш 
двиган1я р располо взор у е 
основное правило даетъ намъ на этотвопросъ отри- 

— 
цательный отвЪтъ, такъ какъ з®еь есть 4 цикла 
транспозищй, а разность 15 — 4 есть нечетное число. 
©? 
Но отсюда мы можемъ, в — на изложен- 
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ныхъ выше соображеняхъ, заключить, что основное 
расположен1е можетъ быть превращено передвпга- 
немъ вь зеркальное изображенте второго 
расположеня, т. е. въ расположене 


Этотъ квадратъ такъ же, какъ прежнш, удовлетво- 
ряеть требованл1ямъ магическаго квадрата. 

Легко также видЪть, что правильное располо- 
жене 8 камней вь 3 ХЗ клЪткахъ можеть быть 
приведено передвигантемъ къ магическому квадрату 
съ постоянной суммой 12, а именно расположене 


къ расположе- 
Ею 


6 2>. 


ВЪчный календарь для дней недфли и 
Пасхи. 


К/ъь задачамъ расположен1я относится также со- 
ставлене наглядныхъ таблицъ, изъ которыхъ безъ 
вычисленля легко можно узнать, на какой день недЪли 
приходится или придется какая-либо дата какого 
угодно года. Авторъ настоящей книги придумалъ 
подобный календарь, имЪюпий весьма простое 
устройство и извЪстный подъ названемъ „панхро- 
нистъ“. Панхронисть изготовляется изъ папки или 
картонной бумаги и содержитъ двЪ подвижныя по- 
лосы, снабженныя стрЪлками; одна передвигается 
слЪва направо, а другая сверху внизъ. Если пере- 
двинемъ вторую полосу такъ, чтобы ея стр$лка ука- 
зывала на столе, а первую —такъ, чтобы ея стр$л- 
ка указывала годъ столЪя, то появляется полный 
календарь на всЪ дни недЪль соотвЪтетв аго 
года. КромЪ того, авторъ устроилъ вЪчный- кален- 
дарь безъ подвижныхъ полосокъ, который даетъ 
все-таки возможность легко найти съ Уфомощью н3- 
сколькихъ таблицъ какъ день н дата любой даты, 
такь и даты хриспанскихъ а любого 
года. Этоть вЪчный валенддфо издань Героль- 


ООО 


домъ въ ГамбургЪ; онъ напечатанъ на пайкЪ и 
можеть быть подвфшенъ на стЪнЪ. На слЪдующихь 
страницахъ мы приводимъ оттискъ этого календаря *). 


*) Въ «Новомъ в$чномъ календарЪ» 6 (Вы пеце е\млбе 
Ка[епаег. СбзсНеп 1902) автора приняты во ниман!е также и 


годы до Р. Х. У 
$ 16 


— 290 — 


и: 
о. юм ФОНО -немх зо ах 
© м ЮФ -5 фсе > и: 
= еж Е =. 
Е и ук 7 9 хз 
< - 9442 хюзэз гм г 
я &8 ел 55 32) 42 Г с 5 $2 
р: соя 
< 4. Е = я = 
р з 5395 в1ые2 #28 ера 
с С> ь 
2>. же ве} м = 
[- оса ох с @1 <С ПИ 
4 со @ = ФО оо 92 С вм == 
2 Е ата 
Е. 
[я а 2. 
Е 
ы (=. ны д 5’ 
| = 
| | ЕС 
т < фо 
5 а^.5` 
| 


== = ны 


и|.3.и045 ч.9 ео ч.4эион 


ЗЭ-втАн видах возоеаиьнехо чхч4отоя ®Чэи 
< -он “чо 1 “онеихо ‘аон оц и "ео оп пимиоон 
--оопа возонкяв оч одох “к1Р0д члогеьи200 


`2 ‘чкогфи@ш чизндиж вмннешевонеи ‘екон 


| >> 

® ® . = 
> тм Е и Е о 9 
х о их 00/1 зъ4вк т — изм] ‘зоэгоЧи ча ® о 
а ) ® "| . | А [ее 
ты 5 ие © Е ‘аозе | тчо с] чич0 вгизо ‘аон ч01 ича эп о о Е 
о "|" = ВР | м г пая `ьиго1е яч ‘дор и воле чхч ох = 
кз та УЕ. <дэкон ‘ух чших эчноочория эж Ахоя = 
Е Е : | зГОм 0ш ‘эчноочооня оч ошихо ‘ето оц ‘ии бо со со 
а | м 
с — < 
© 


О. 
1 


для пней недфли. 


р я > 5 


| Янв. въ висок. г в|а|Ь Бора | © [1 
Февр. въ висок. г. @| ег], ас | 
инН. вь прост. г. о | р а Ре | 
Февр. въ прост. г. | с и ВВС = с т во 
Мартъ Е Г а. Б 
Апр8ль  _ Е | за В и 6 |+ 
Май У 9 г се 1 ЖЕ 
юн А Ш е ро ра 
[Юль В | Бе о а зе, 
Августъ а ое ово мы 
Сонет __ с Е | Г | 
Ся № Ш а ЕЕ | а | 
Ноябрь. У №. | е = | ‘а МВ 
Декабрь | Ме 
т 15. 2 0 ог р Е | С65. | Вс. 
РТ Ре | Ср: | Ре. | И» №66, | Вс. | ПВ. 
3, То 7 ЕЕ вр Ч т | 00.“ Ве. | Ин. | Въ 
В В В Ве Сб ЕЕ У Шн. Вт. | Ср. 
. 12. 19. 26, ВЕ Со | Ве | а Вт. | т р 

6. № 20. 97 —С6. | Вс | Пн. | Вт. [ Ср. Пт. 

= 14. 91. Ех И с т т 


Сокращения. 


Вс =Воскресенье, Пн= 
Ср=Среда, Ш 
Кл 


ПонедЪльникъ, Вт=Вторникъ, 
`Четвергъ, Пт= Пятница, В — Суббота. 


Ю чъ. 


Отыщите въ таблицз [ букву, стоящую на пересЪчени в 


да столЪтя съ рядомъ года. Найденную букву раз 
въ таблицЪ П въ строк мЗсяца и идите по вертика 
столбцу внизъ до горизонтальнаго ряда, въ которо 


р 


сто- 


итъ нумеръ даты. о 


м Бр 
2. 1099 т ст.)=4, 4 Тюль 
4. 1970 (нов. ст.)= Ь, ЪЬ Сент. 


2 средах 
6. 1572 (ст. ст,)=а, а Августъ 24= Воскр сёнье, 


15 Е \ 
16* 
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В. ВЪчный кален 
Пт. 
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СтолЪт!я стараго стиля. 
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Ключъ. © 


Чтобы опредЪлить дату Пасхальнаго воскр я для лю- 
бого года, нужно, съ одной стороны, найти изъ т. (календарь 
дней недЪли) букву года, а, съ другой сторовы, Е же 
образомъ) отыскать въ авы В Ш числв соотв тствующее 
году. Искомая дата Пасхи находится в \аблицЪ 1У въ томъ 
мЪстЪ ея, гдЪ вертикальный рядъ буквы» найденной въ табл. |, 


Столфт!я новаго стиля. 
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дарь праздниковъ. 
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пересЪхается съ горизонтальнымъ рядомъ числа, 
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Я 20 = 10 апрзля. 


еее 


ь 20. 


ВЪчный календарь для новолунй и 
полнолуний. | 


Астрономя является надежнымъ путеводите- 
лемъ при хронологическихъ изысканляхъ, такъ какъ 
у веЪхъ народовъ исчислен1е времени основано на 
движеняхъь луны и солнца. Къ подраздЪленю вре- 
мени побудили человЪка прежде всего смЪна дня и 
ночи и возвратъ временъ года, а затЪмъ также пра- 
вильное возвращен1е фазъ луны. Въ нашемъ дЪле- 
ви года на двЪнадцать мЪсяцевъ мы имЪемъ еще 
остатокъь луннаго года, т. е. той формы года, 
которой нЪкогда пользовались или пользуются еще 
и теперь китайцы и индусы, евреи, вавилоняне и 
ассирйцы, сирйцы, арабы и турки, а также множество 
другихъ народовъ. Но такъ какъ лунный годъ, состоя- 
ий изъ 12 лунныхъ обращен!й, содержитъ немного 
больше 354 дней, тогда какъ годъ, т. е. времяуобра- 
щен1я земли вокругъь солнца, содержитяе немного 
болЪе 365 дней, то для перевода даты кибого-нибудь 
происшествая изъ одного о - въ другое 
требуются сложныя вычисленя. К’ и независимо 
отъ счисленя времени по пунёймь годамъ луна 
часто играетъ важную роль в ввоказахь о собыцяхъ, 
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— напримЪръ, въ елучаяхъ, когда свЪтъ полнолушя 
благопрлятствовалъь или мЪшалъ ночному нападению. 
Поэтому опредЪлене для любого года дней, въ ко- 
торые наступало новолуне или полнолуше, имЪеть 
весьма важное значене. Въ нижеслфдлующемъ вЪч- 
номъ лунномъ календарЪ авторъ даетъ методъ, съ 
помощью котораго каждый можетъ легко вычислить 
дату новолунля или полнолун1ля для веЪхъ мЪсяцевъ 
всякаго года любого столЪя *). Этотъ методъ требу- 
етъ лишь сложенля двухъ чиселъь и вычитаня изъ 
ихъ суммы нЪкотораго третьяго числа. Эти три чис- 
ла, соотв тетвуюция столЪтю, году столЪмя и мф- 
сяцу, напечатаны жирнымъ шрифтомъ въ трехъ та- 
блицахъ луннаго календаря. При пользовании табли- 
цами нужно руководиться слБдующими замЪ чанями. 

1. Если увеличить или уменьшить на 15 или 
44 результатъ, найденный изъ трехъ таблицъ, то 
получится дата полнолунля. 


2. Для 19-го столЪтя (18..) и новаго стиля 
нЪфтъ надобности принимать во вниман1е таблицу 
столЪтЙ, такъ какъ при 18.. стоитъ чиело 0. 


3. Для времени до Р. Х. напечатанныя жир2^), 
нымъ шрифтомъ числа таблицы столЪий и табливур 
годовъ нужно считать отрицательными, такъ чёбовоЪ 

*) Въ нЪсколько иной формЗ авторъ сос АВИЛЪ вЪчный 
лунный календарь еще раньше (см. Же от [Ре|$ 24т 


Меег» за 1889/90 г.) ох 
АСУ" 
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три ряда чиселъ слЪдуетъ брать со знакомъ мпнусъ. 
ЗатБмъ найденный отрицательный результатъ слЪ- 
луетъ сперва уменьшить еще на 8, а затЪмъ при- 
бавить 291, 59 или 381 для полученя даты ново- 
лун1я; для полученля же даты полнолуня слЪдуетъ 
прибавить 15, 44 или 74. Годы до Р. Х слБдуеть 
считать такъ, какъ это принято въ астрономпи, т. е. 
нужно продолжить мысленно календарь стараго 
стиля назадъ такимъ образомъ, чтобы первому голу 
нашей эры предшествовалъ годъ, обозначенный 
цифрой 0; такъ, напримЪ ръ, годъ 423 ло Р. Х. сл$дуетъь 
считать отмЪченнымъ числомъ минусъ 429. 


4. Латы, полученныя посредствомъ таблпцъ, 
отличаются отъ истинныхъ астрономическихъ латъ 
не болЪе, чЪмъ на половину дня, рздко на цфлый 
день. 


5. ВЪчный лунный календарь имЪетъ силу для 
многихъ тысячел\ ти до и послЪ Р. Х. Для годовъ 
столь глубокого прошлаго или отдаленнаго будуща- 
го нужно продолжить таблицу столЪй, прибавляя 
сперва 41, затЪмъ 4, затЪмъ 41, затЪмъ снова, 4, 
4, 41 ит. д. ДалЪе, при новомъ стилЪ необхдутимо, 
кромЪ того, приечитывать 1 всяюмй разъ, ФОКла сто- 
лЪъте смЪняется, оканчиваясь днемъ, нёпринадле- 
желцимъ високосному году. Если ие число 
превышаетъь 29, то необходимо К есть 29:5. Та- 


кимъ образомъ, таблица 1 имама бы слЪдующее 
С | 
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продолжеше для новаго стиля: 22.. = 901, 23..= 351, 
ое о еб, Фо. т. = 


Къ двумъ примф$рамъ, помЪщеннымъ въ клю- 
чЪ, прибавимъ еще шесть примфровъ, относящихся 
къ историческимъ или астрономическимъ событямт.. 

1. Октябрь 1758 (н. с.) =24- 181 — 111 =31, 
31 — 15 = 16. Октября 16-го 1758 г. было полнолуне; 
слЪдовательно, во время ночного нападеня при Гох- 
кирхЪ 14 октября 1758 г. было почти полнолун1е. 

2. Январь 1544 =41--23 —3= 241. Января 24 
или 25-го 1544 г. было новолун1е. Благодаря этому 
новолун1ю произошло полное солнечное затмене 24 
января 1544 г., которое было видимо во всей Германии. 

3. Авгуетъ 1572 = 41 | 14 — 91 =9;9-- 15 =24. 
24-го августа 1572 г. и, слЪдовательно, еще и въ 
Варфоломееву ночь было полнолуне. 

4. Августъ 1887 (н. ст) =0-28 — 91 = 181. 
Отъ 18 до 19 августа было новолуне. Благодаря 
этому новолун!ю случилось солнечное затмене, на- 
ступившее въ утрены1е часы 19 августа 1887 г.; оног\У 
было полнымъ для Средней Германи, но, къ возд ” 
лЪнио, утро тогда было дождливое. к 

5.Чнварь 1077 = 121 -|- 181 —4=27; 21 виваря 
1077 г. было новолуте. Когда Генрихъ\&У` стоялъ 
въ КаноссЪ въ одеждЪ кающагося гр м (конець 
января 1077 г.), ночи были безлунаия, 
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6. Октябрь года — 2155 =—1— 211 —3 — 111 = 
—— 37. ДалЪе, — 37 - 59 = 22; 22 октября года 
—2155 было новолуше. Благодаря послЪднему прои- 
зошло старЪйшее изъ дошедшихъ до насъ солнечныхь 
затмен1й; оно произошло 22 октября — 2155 г. въ 
царствован1е китайскаго боглыхана Чунгъ-ханга 
(царствовалъ отъ 2159 г. до 2146 г. до Р. Х.). 
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ВЪчный лунный календарь. 


И. ПЕ. 


Номеръ года въ ста- М5Бсяцъ для стараго и 


новаго стиля 


ромъ и новомъ стил 
т 2 
Январь въ вис. г.| 3 
февр. въ висок. г.| 4+ 
Январь въ прост.г,| 4 


|19 38 57 76195| 0 
01120 39 5877196] 1815 
0221 4015978 97| 71. 


0822141607998] 26. Февр. въ прост, г. 5% 
4 23426118099 151.| | Мартъ .... 4 
41 Апр$ль . .. 51 

1. ...ъ| 6 

ВОВЕ... +] 

Гюль № 

Августь. . ..| 9% 

Сентябрь ...| И 


Октябрь. .. - И 
Ноябрь... 13 
Декабрь. . . . 1135 

По старому стилю 
високосными считают- 


16 355473192 ся тЪ годы, номера ко- 
17 365574193! |2 торыхъ дфлятся на 4. По 
18187156]|75|94| |11 новому стилю висо- 


косными считаются тъ 
годы, номера которыхъ 
не оканчиваются двумя 
нулями и дфлятся на4, и 
| Ключъ. кром% того еще т% годы, 
Изъ суммы напечаланныхъ жирными цифра- |номера которыхъдфлят- 
мл чиселъ въ таблиц [и П, соотвфтетвующихъ |ся на 400. Всф проч 
вЪку и номеру года, слфдуетъ вычесть напеча-|годы простые. 1900. ®5[ 
танное въ таблиц жирнымъ шрифтомъ число, |слфдовательно, счиз ется 
соотвфтетвующее мЪеяцу. Тогда полученное |впсокоснымъ аро- 
число, въслуча$ надобности увеличенноеили |му стплю и етьыз 


уменьшенное на 294, представить намъ дату |по нов. ест: годы со- 
новолун!я. Наприм%ръ: т февралЪ 28 
дней, ок годы — 29. 


1) Декабрь 1897 г. (нов. стиля) = 0 
-- 1+ — 131 -- 294 = 231. Новолуше насту- 
пило 23 декабря около 9 часовъ вечера.  ^СУ 
2) Августъ 1574 г.=4%--14—93=9. 9 августа 1572 г. быдо новолун, 


&Р 


и. 
Эйлеровы странствования. 


Р.Ъка Прегель образуютъ въ КенигсбергЪ островъ, 
который называется „Кнейпгофомъ“. Черезъ два 
рЪчные рукава, которые образуютъ этотъ островъ, 


р 


перекинуты 7 мостовъ; 5 изъ нихъ ведуть къ еа- 
мому острову, а 2 перекинуто черезь рукава выше 
того мЪста, гдЪ они окружаютъ островъ. Это изо- 
бражено на прилагаемой фигурЪ, имфющей скорЪе 
схематичесвй, чЪмъ топографическлй характеръ; вода 
здЪсь заштрихована, а суша и мосты не заштри- 


В А 
__ О 
_ № М ЕЕ 
о А 


ЗдЪеь В означаетъ островъ, А — мфетивоть между 
обоими рукавами, а С и О мот справа и 
слфва отъ этихъ рЪчныхъ рукавовж; `\Около 1775 г. 
былъ поднятъ вопроеъ, возможна ми совершить про- 
гулку по Кенигебергу такомъ к бФввомь чтобы пройти 


хованы. 


—. 
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веЪ 7 мостовъ въ какомъ-нибудь послфдовательномъ 
порядкЪ, но каждый по одному лишь разу. Не- 
трудно показать, что это невозможно. Когда Лео- 
нардъ Эйлеръ, знаменитый математикъ 18 сто- 
лЪтя, услышалъ объ этой задачЪ, онъ обобщилъ 
ее: онъ исходилъ не изъ четырехъ, но изъ произ- 
вольнаго числа мЪстностей, между которыми какимъ- 
угодно образомъ расположены рЪки и мосты. Онъ 
написалъ объ этомъ работу, которую онъ пред- 
ставилъ въ 1736 г. въ Петербургскую Академтю. 
Такъ какъ въ кенигсбергской задачЪ и подобныхь 
ей важна не величина мЪетностей и мостовъ, но 
лишь многообраз1е доступовъ, то для луч- 
пгаго обозрЪвн1я очень удобно замфнить мЪетности 
точками, а мосты лимями. Благодаря этому задача 
о кенигебергекихъ мостахъ принимаеть слфдующую 
форму: требуется начертить прилагаемую ниже фи- 
гуру съ одного почерка, или, что то же, пройти 
безъь перерыва всЪ 7 лишй фигуры такъ, чтобы 
каждая лия была пройдена одинъ и только 
одинъ разъ. 


© 


хх 
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Изъ этой задачи возникли разнообразныя дру- 
гля, появляюцйяся время отъ времени въ журна- 
лахъь для развлечения и повременныхъ изданяхъ 
для юношества; въ этихъ задачахъ требуется опи- 
сать н%Ъкоторую фигуру однимъ почеркомъ или 
опред$леннымъ числомъ почерковъ. РЪшене всЪхъь 
подобныхъ задачъ чрезвычайно упрощается, если 
исходить изъ слЪздующаго разсуждемя. Каждая 
точка, которая не есть начальная или конечная 
точка пути, должна имЪть два выхода, или четыре, 
или шесть, вообще четное число выходов, такъ 
какъ необходимо придти къ ней и выйти. ‘ОТь нея. 
Поэтому, если фигура не обладаетъ ни джной точкой 
съ нечетнымъ числомъ входовъ, но 95 каждой точ- 
ки’ея выходить четное число путей то фигура не- 
премЪнно можеть быть очерчена- съ одного лишь 
почерка 1). Сверхъ того въ ааоии случа любая изъ 
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точекъ можетъ быть взята за исхолную точку, но она 
должна быть также конечной точкой; такимъ обра- 
зомъ, на подобной фигурЪ можно совершить зам- 
кнутыя круговыя прогулки, при которыхъ каждая 
точка посЪщается, по крайней мЪрЪ, одинъ разъ, 
каждая же лин1я описывается одинъ и только одинъ 
разъ. .НапримЪръ, всЪ нижеслЪдуюция фигуры лег- 
ко могутъ быть вычерчены разнообразными путями 
съ одного лишь почерка, такъ какъ во воЪхъ этихъ 
фигурахъ веВ точки обладаютъ четнымъ числомъ 


выхоловЪъ: 
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Что касается точекть съ нечетн ымъ чиесломъ 
выходовъ, то прежде всего можно показать, что та- 
кихъ точекъь всегда должно быть четное число. 
Чтобы убЪдиться въ этомъ, вообразимъ, что у каж- 
дой точки написано число выходовъ изъ нея. Сумма, 
всЪхъ полученныхъ такимъ образомъ чиселъ должна 
указывать, сколько лин!й есть на фигурЪ, при 
чемъ, однако, не слЪдуеть упускать изъ виду, что 
каждая лин я была принята въ разечетъь какъ у 
одного конца ея, такъ и у другого. а ом 
ченная сумма вдвое больше числа ВОВСЕ и, 
слЪдовательно, есть четное число. ймемъ отъ 
этого четнаго числа всЪ четныя ола, которыя 
стоятъ при какихъ-либо точкахъ АК ры, Такъ какъ 
это вычитан1е должно привеств снова къ четному 
числу, то мы доказали, чтохумма нечетныхъ чи- 
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селъ, стоящихъ при точкахъ фигуры, необходимо 
должна быть четнымъ числомъ. Такъ какъ, нако- 
нецъ, отъ нечетнаго числа необходимо вычитывать 
всяюй разъ четное число, чтобы дойти до 1, то чиело 
точекъ съ нечетнымь числомъ выходовъ должно 
быть четнымъ. 

Теперь разсмотримъ сперва фигуру, обладаю- 
щую, помимо такихъ точекъ, изъ которыхъ исходить 
четное` число путей, лишь двумя еще точками, 
имъющими нечетное число выходовъ. Въ этомъ 
случаЪ ни одна изъ этихъ двухъ точекъ не можеть 
служить промежуточной стантей при движении по 
ливямъ этой фигуры, ибо, дойдя до промежуточной 
точки по нЪкоторому пути, мы должны непремЪнно 
уйти изъ нея по другому пути, что возможно лишь 
при четномъ числЪ выходовъ. Отсюда слЪдуетьъ, 
что одна изъ двухъ точекъ съ нечетнымъ чиесломъь 
выходовъ должна служить начальной станщей, а 
другая —конечной. НапримЗръ, слЪдующая фигура 
можеть быть очерчена съ одного почерка различ- 
ными путями, но при непремЪ$нномъ услови, чтобы 
одна изъ точекь А и Д была начальной, а другая «у 
— конечной: © 

© 
© 
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З А у 
Однимъ изъ возможныхъ рЪшенш является, 
напримЪръ, путь: р 


АВСРЕГЕОНЗАНКСАРЕСАМСМОМИНМОМЯА. 


Такимъ же образомъ нетрудно понять, что фи- 
гура, содержащая 4 точки съ нечетнымъ числомъ 
выходовъ, не можетъ быть очерчена съ одного по- 
черка: ее можно описать лишь двумя непрерывными 
линями, при чемъ изъ этихъ четырехъ точекъ двЪ 
должны быть начальными, а друпя двЪ —конечными. 
Вообще, можно доказать, что всякая фигура можетъ 
быть очерчена столькими непрерывными литями, 
сколько единицъ содержится въ половинЪ3 всего 
числа точекъ, обладающихъ нечетнымъ числом вы- 
ходовъ. ПримЪняя это правило къ задачЪ о-женигс- 
бергскихъ мостахъ, мы замЪчаемъ, тай четы- 
рехъ точекъ А, В, С, р относящейся ‘к, этой за- 
дачЪ схематической фигуры точка ‹ в” имЪетъ пять 
выходовЪъ, а каждая изъ трехъ о<тальныхъ точекъ 
— по три выхода. Отсюда мы. ючаемъ, что семь 


< 
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кенигебергекихъ мостовъ могутъ быть пройдены 
лишь въ два обхода и непремЪнно при различныхъ 
начальныхъ и конечныхъ пунктахъ, если требуется 
пройти каждый мость лишь одинъ разъ; напримЪръ, 
однимъ изъ рЪшеюшй являются два обхода САВи 
РВСВРА. 

Другимъ примфромъ послужитъ фигура Пиеа- 
горовой теоремы съ необходимымъ для локаза- 
тельства перпендикуляромъ изъ вершины А на сто- 


рону РЕ. 


Н 
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Такъ какъ лишь точки А и |. имфють нечет- 
ное число выходовъ, то фигура можетъ быть очер- 
чена одной непрерывной лимей, если начнемъ съ 
точки А и кончимъ въ точкЪ Ё, или наоборотъ. На- 
примЪръ, фигура можетъ быть описана съ одного 
почерка по пути 


ГКАСЕВЕЕОСУНАСКВА. 


Чтобы опредЪлить въ заключене, сколькими 
н рерывными лин1ями можно начертить фигуру 
шахматной доски, замЪтимъ, что изъ 81 точки этой 
фигуры 4 вершины имфютъ два выхода, а 49 вну- 
треннихъ точекь имЪють каждая по четыре выхода; 
остаются лишь четыре раза семь точекъ, лежащихъ 
на краяхь и не служащихъ вершинами большого 
квадрата; онЪ имють по три выхода, т. е. нечет- 
ное число выходовъ. Такъ какъ половина числа 
4 ЖТ есть 14, то для полученя фигуры шахмат- 
ной доски необходимо провести, по меньшей мЪрЪ, 
четырнадцать непрерывныхъ линий. 


Является еще вопросъ, какимъ образомъ слЪ- 
дуетъ проходить линйи данной фигуры, ой ЗКаж- 
дая ливня была дъЪйствительно пройдена одинъ 
разъ. Это очень просто. ОтмЪтивъ себЪъс, ‘очки съ 
нечетнымъ числомъ выходовь и прубивъ ихъ за 
начальныя и конечныя точки путей, о сперва 
соединить какимъ-либо образомъ кайдую начальную 


точку съ конечной. ПослЪ этого, останутся лишь 
У 
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замкнутые въ себЪф пути. Поеслфдн1е очень легко 
можно затЪмъ ввести въ одинъ изъ начерченныхъ 
уже незамкнутыхъ путей. 

Изъ разнородныхъ формъ, каюя даны были 
задачамъ, вышедшимъ изъ задачи о кенигобергскихъ 
мостахъ, особаго вниман1я заслуживаютъ двЪ. Въ 
одной точки замфнены странами, а лиши — грани- 
цами между этими странами. Такъ, континенть изъ 
восьми странъ, расположенныхъ другъь по отноше- 
ню къ другу такимъ же образомъ, какъ изображенныя 
на фигурЪ (стр. 310) восемь частей прямоугольника, 
можно было бы объЪхать въ два према при усло- 
ви, чтобы каждая гранипа между двумя странами 
была пройдена одинъ разъ, Что для этого требу- 
ется, по крайней мЪрЪ, два путешествя, слЪдуетъ 
изъ того, что четыре изъ восьми странъ имЗютъь 
нечетное число границъ съ другими странами. Чис- 
ла, написанныя внутри частей фигуры, показываютъ, 
со сколькими она граничитть другими частями. 

Вторая задача переносить въ пространство 
трехъ измВренй результаты, относяпаеся къ пло- 
скости. ВмЪето точекъ и лин! плоскости разематри 
ваются тЪла, состояпля изъ граней, реберъ и цер- 
шинъ. Задача состоитъ въ томъ, чтобы прой@" по 
всЪмъ ребрамъ, но каждое лишь по одному разу. 
При этомъ за станши можно принять дибо’вершины, 
либо грани. Въ зависимости отъ этогре мридется раз- 


смотрЪть, изъ какихъ вершинъ дебодить нечетное 
У 


число реберъ, или каюмя грани обладаютъ нечет- 
нымъ числомъ сторонъ. Кубъ, напримЪръ, имЪетъ 
восемь вершинъ, изъ коихъ въ каждой сходятся 
три ребра, и шесть граней, содержащихъ каждая по 
четыре ребра. Поэтому двЪнадцать реберъ куба мо- 
гуть быть пройдены не меньше, чЪмъ въ четыре хода, 
если двигаться по ребрамъ, т. е. если въ качествЪ 
станшй при переходЪ отъ одного ребра къ другому 
пользоваться вершинами. Если же для перехода отъ 
одного ребра къ другому пользоваться гранями, то 
достаточно одного лишь странствованя, чтобы одинъ 
разъ перейти черезъ каждое ребро. 


‚с 
+ — Ху 
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Гамильтоновы круговыя поЪздни. 


Въ 1859 г. въ ЛондонЪф появились двЪ голово- 
ломныя игры, авторомъ которыхъ былъ знаменитый 
математикь Гамильтон т, творецъ теор1и кватер- 
н1оновъ. Одна игра называлась: „путешественники по 
додекаедру или кругосвЪтное путешестве“, другая— 
„игра въ икосаедръ“. ОбЪ игры по существу не от- 
личаются другъ отъ друга и имЪЗютъ внфшнее сход- 
ство съ разсмотрЪнными въ $8 24 „Эйлеровыми стран- 
ствованями“, но при ближайшемъ разсмотрЪни ока- 
зывается, что съ посл$дними онЪ не имфють ничего 
общаго. Въ игрЪ въ додекаедръ требуется, двигаясь 
по ребрамъ додекаедра, пройти черезъ 20 вершинъ его 
и, пройля каждую одинъ лишь разъ, вернуться въ 
концЪ къ исходному пункту. Не изучавпиий геометрли 
можеть получить представлен1е о додекаедрЪ проще 
всего слЪлующимъ путемъ: вообразимъ, что пять нау 
ружныхь пятиугольниковъ прилагаемой фи | 
(стр. 312} перегнуты кверху вдоль реберъ к 
пятиугольника, а на полученную такимъ Воазомъ 
коробку поставлена другая точно такая же и при 
томъ такъ, чтобы на самомъ верху го\\изонтально 
лежалъ внутреный пятиугольникъ рой коробки, 

№4 


а ВО: 


& верхн1я ребра нижней коробки совпадали съ ниж- 
ними ребрами верхней. 


Образовавшееся такимъ обравомъ тЪло ограни- 
чено двфнадцатью пятиугольниками, такъ что по- 
лучаются двадцать вершинъ; отъ каждой изъ. нихъ 
исходять три ребра, и, слЪдовательно, также три 
грани. Число всЪхъ реберъ тридцать. Такъ какъ это 
тъло имЪетъ исключительно равныя ребра и равные 
углы между каждыми двумя смежными гранями, 
то оно принадлежитъ къ числу пяти правильныхъ 
многогранниковъ. Правильный икосаедръ, оть имени 
котораго получила свое назване вторая игра, пред- 
ложенная Гамильтономъ, такъ ограниченъщвад- 
цатью равносторонними треугольниками, у9°’полу- 
чаются двЪнадцать вершинъ, изъ коихъ взждая есть 
пересЁчене пяти граней и, ольдователий 1 также пяти 
реберъ. Додекаедръь и икосаедръ, &ротивопоставля- 
ются другъ другу въ томъ смые №, что одно изъ 


этихъ тълъ находится въ таком же отношении къ 
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своимтъ гранямъ, въ какомъ другое — къ своимъ реб- 
рамъ. Игра въ икосаедръ требуетъ, чтобы играюпий 
посзтилъ двадцать граней правильнаго икосаедра, 
но каждую грань лишь одинъ разъ, при чемъ 
переходъ отъ одной грани къ сосфдней долженъ 
совершаться непремЪнно черезъ общее ребро ихъ. 
Въ силу указанной выше связи между додекаел- 
ромъ и икосаедромъ игра въ икосаедръ по суще- 
ству не отличается отъ игры въ додекаедръ. Въ 
дальнфйшемъ мы разсмотримъ поэтому только игру 
въ додекаедръ. Брать каждый разъ въ руки модель 
правильнаго додекаедра для совершенля прогулки по 
сЪти реберъ этого тЪла представляется неудобнымъ, 
велЪдетве чего мы замЪнимъ эту сЪть плоской фи- 
гурой, обладающей вс$ми тЪми свойствами поверх- 
ности додекаедра, которыя являются существенными 
для нашей игры. Такъ какъ въ игрЪ требуется по- 
сЪтить, странствуя по ребрамъ, всЪф двадцать вер- 
шинъ и при томъ каждую лишь одинъ разъ, 
то эту игру можно также вести по лимямъ всякой 
фигуры, составленной изъ двадцати точекъ и трид- 
цати соединительныхъ лин! такимъ образомъ, что 
изъ каждой точки выходятъ ровно три линие. т 
эти лини ограничиваютъ двфнадцать пятиугожьни- 
ковъ. При этомъ лини могуть быть прямыми или 
кривыми. Сообразно съ этимъ мы замвимь сЪть 
реберъ правильнаго додекаедра слЪдующей легко 
вычерчиваемой фигурой (стр. а 
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Какъ видимъ, эта фигура состоить изъ трехъ 
концентрическихъ окружностей, изъ которыхъ сред- 
няя соединена какъ съ внутренней, такъ и съ на- 
ружной пятью поперечными прямолинейными отр*%з- 
ками. Подобно поверхности додекаедра эта фигура 
содержитъ въ 12’пятиугольникахъ 20 точекъ, соеди- 
ненныхъ одна съ другой посредствомъ 30 дн, 
при чемъ изъ каждой точки выходять триолини. 
ПослЪ н%феколькихъ испытан1й легко удавеея обойти 
мысленно лини нашей фигуры таки образомъ, 
чтобы посЪтить каждую точку Ц®_ходному разу, 
и чтобы конечная точка совпала, с начальной. Га- 
мильтонЪъ, однако, ставить &$ \амалго начала до- 

ра 
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полнительное требоване, а именно, чтобы первыя 
пять станцй были напередъ указаны. При такомъ 


ограничен1и задача можетъ быть рЪшена, смотря по 
выбору 5 станшй, двумя или четырьмя способами 
(см. фиг. на этой страницЪ). 

НапримЪръ, если въ прилагаемой фигурЪ пер- 
выя пять станшй суть А, В, С, О и Е, то задачух\” 
легко рЪшить, идя далфе слЪдующимъ путем: 
ЕСН]КММОРОВЬТИОА. т 

Въ другой задачЪ, предложенной Гам®льто- 
ному, задаются произвольно три перв №” станщи 
и конечная станцля, не совпалающая « ‘начальной, 
но основное требоване, согласно доторому каждая 


РИ — 


станшя должна быть посЪщена одинъ только разъ, 
остается въ силЪ. Эта вторая задача приводитъ въ 
зависимости оть выбора четырехъ задаваемыхъ стан- 
ий къ 0, 1, 2, 4 или 6 рЪшенлямъ. НапримЪръ, 
задача имЪетъь одно лишь рЪшене, если заданы на- 
чальныя станци А, В и С и конечная О. Это р%- 
шен1е слдующее: 


АВСРЕЕТОММЕКУНСКЗОРО. 


Если заданы эти же самыя начальныя станщи, 
но другая конечная стантля, то получаются 2, 4 
или 6 рЪшенй, исключая тф случаи, когда конеч- 
ной стантлей служить одна изъ слЗдующихъ: К, О, 
Е, Р, М, М№и Т; въ этихъ случаяхъ задача не иметь 
ни одного рфшенля. 


Въ третьей разновидности своей залачи Га- 
мильтон,ъ считаеть заданными н3Ъеколько послЪ- 
довательныхъ начальныхъ станшй и требуетъ, чтобы 
послЪ напередъ указаннаго числа послфдующихъ 
станшй оказалось невозможнымъ продолжать 
путь, не нарушая правила, по которому въ каждой 
станши слфдуетъ побывать лишь одинъ р@зъ. На- 
примЪръ, если заданы четыре начальныя станцщи 
Т, $, К и О и требуется, чтобы посл, нести даль- 
нЪйшихъ станшИ продолжене позёдки оказалось 
невозможнымъ, то получается ръЪ це: 


о \ \% 
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Наконецъ, четвертая разновидность игры с0- 
стояла въ томъ, что одна напередъ указанная стан- 
ця должна была быть исключена при поЪздкЪ. 
НапримЪръ, если заданы три первыя станщя А, В, 
С, конечная станшя ЮО и, кромф того, требуется, 
чтобы пункть М былъ исключенъ, то получаются 
два рЪшеня, изъ коихъ одно есть сл дующее: 


АВСКЕРОД]НОКЗОМОТЕЕО. 


Однако, въ своемъ первоначальномтъ видЪ за- 
дача не содержала подобныхъ отягчающихъ усло- 
вй, но требовала лишь, чтобы каждая станшля была 
посЪщена одинъ разъ, и чтобы конечный пунктъ 
пути совпалъ съ первоначальнымъ. Задача въ та- 
комъ видЪ допускаеть изящную метематическую 
обработку, которую далъ самь Гамильтонъ на 
собранли Британской Ассотлаши въ 1857 г. и кото- 
рая основана на слфдующихъ соображен1яхъ. До- 
стигнувъ нЪкоторой станщи, мы для дальнЪйшей 
поЪздки всегда имЪемъ на выборъ два пути, такъ 
какъ станшя имфеть всего три выхода. По отноше- 
н1ю къ тому направлению, въ которомъ мы прибыли 
къ данной станщи, одинъ изъ этихъ двухъ пужей 
идеть направо, другой—налЪво. Если изберемъ 
путь вправо, то отмЪтимь это буквой г, _вейи же 
мы дальше пойдемъ лфвымъ путемъ, то\Хвыразимъ 
это черезъ 1. Такимъ образомъ, всякая „&руговая по- 
Ъздка можеть быть выражена 20 бухвами, которыя 
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суть либо 1, либо 1. НапримЪръ, первая указанная 
круговая поЪздка, въ которой буквы идутъ въ 
алфавитномъ порядкЪ, будетъ представлена слЪдую- 
щимъ образомъ: 


ТГ ее тг 1. 


Такъ какъ конечный пунктъ долженъ всегда 
совпадать съ начальнымъ, то изъ этого ряда, начи- 
нающагося съ ггг, можно вывести различные друте 
ряды, для чего нужно лишь начать съ любой буквы 
этого ряда и первую букву его разсматривать, какъ 
идущую за послЪдней. Точно такъ же каждый такой 
ряцъ можно читать и въ противоположномъ напра- 
влениа. Такимъ способомъ можно, какъ доказалъ Га- 
мильтонъ, изъ одного приведеннаго рЪшенля, 
признаннаго правильнымъ, вывести всЪ остальныя 
возможныя рЪшенля. НапримЪ$ръ, если произвольно 
заданы пять начальныхъ станшй, то онЪ указываютъ 
намъ направлене, которое нужно выбрать, покидая 
вторую станцию, затЪмъ третью и, наконецъ, четвер- 
тую. ДЪиствительно, возможно ветрЪтиться лишь 
съ однимъ изъ слЪдующихъ восьми случаев бтно- 
сящихся къ пяти первымъ етанщямъ: Е 


АС 
В О. 14; В. 


\\ 
Но каждую изъ этихъ восы\й группъ можно 
взять изъ предыдущаго родоеИВНиННИЕ грун- 
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пой ггг) и принять за начальную груниу ряда, при 
чемъ нетрудно видЪть, что группой ггг начинается 
и вышеприведенный рядъ и прямо ему противопо- 
ложный 15). Если мы начнемъ съ группы ггг, кото- 
рая слЪдуеть за срединой ряда, то не ее 
никакого новаго ряда, но лишь вторично получимъ 
старый рядъ, такъ какъ вторая половина ряда со- 
вершенно тождественна съ первой. Два полученные 
ряда, начинаюппеся группой ггг, даютъ намъ не- 
посредственно оба возможныя рЪшеня задачи для 
того случая, когда пять начальныхъ стантшй распо- 
ложены въ порядкЪ послЗдовательности, указывае- 
мой группой ггг. Если, во-вторыхъ, началомъ слу- 
жить гг], то опять получаются два ряда, даюпле 
оба возможныя рЪшен1я для того случая, когда рас- 
положен1е пяти начальныхъ станщй соотвЪтетвуетъ 
символу гг| напримЪръ, для случая А ВСОН. Точ- 
но такъ же есть два ряда, начинаюпаеся группой г1|. 
Такъ какъ при замЪнЪ буквы г на | и обратно пер- 
воначальный циклъ превращается въ противополож- 
ный ему, то группа 11| даеть намъ то же самое, 
что и группа ггг, группа 1|г— то же, что гг|, и 115, 
— то же, что и 11|. Остаются поэтому лишь на } 
гг и 111, которыя также даютъ намъ одно и, #0” же 
и приводять каждое къ четыремъ рышешям®, Четы- 
ремъ р$Ъшевнлямъ, начинающимея съ г О соотв№т- 
ствують, напримЪфръ, пять начальныхъ \ханш А, В, 
С, К, Г и четыре круговыя пофзлких 
Щх 
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1. АВСКУОКСНРЕЕТ$ОРЕММИОА; 
2. АВСКУНРЕЕСКОРГММОЗТИОА; 
3. АВСКУМОКЗОРЕММОТ ЕСНОЕАД; 
4. АВСК)ОРЕММОЗКОНРЕЕТИА. 


Такимъ образомъ, по расположен1ю пяти заданныхъ 
начальныхъ станц1й можно сейчасъ же узнать, воз- 
можно ли 2 или 4 круговыя поЪзки. Изъ нашего 
первоначальнаго цикла 


ТЕГ ее егг [11| 


можно также узнать, въ какихъ случаяхъ удается 
круговая поЪздка съ шестью или еще ббльшимъ 
числомъ заданныхъ начальныхъ стантшй. При шести 
заданныхъ станшяхъ дЪло зависить отъ того, дЪ- 
лаемъ ли мы таюме повороты при прохождении че- 
тырехъ среднихъ станщй, чтобы сдЪланные че- 
тыре поворота входили въ предыдушШ циклъ 
при чтен1и его слЪва направо или справа налЪво. 
Но изъ буквъ ги |1 можно составить 16 группъ по 
четыре буквы въ каждой; изъ числа этихъ 16 группъ 
12? имЪются въ нашемъ циклЪ, а 4 не ипимЪются. 
Эти четыре группы селЪдуюпая: «у 


> 


сггг, гг, те. с 
©) 
Изъ этихъ четырехъ группъ двЪ руппы РА 
и 111| естественно не могутъ входить въ напть 


# К У 

циклЪ, ибо эти группы относятся, `МЪ обходу пяти- 

угольника, такъ что первая назбЗьная станщя явля- 
2 ы- 


< 
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ется также шестой. Остаются лишь еще два такихЪ 
случая г|]г и 1г!|, въ которыхъ круговая поЪздка 
невозможна. Первый изъ этихъ случаевь имЪетъ 
мЪето, напримЪръ, когда въ качествЪ первыхъ шести 
станшй заданы слЪдуюиппя: А, В, С, К, ГиР. Не- 
возможность такъ начинающейся круговой поЪзздки 
видна также изъ того, что при подобномъ началЪ 
поЪздки нельзя было бы выбраться изъ станши М. 
Д.Ъйствительно, изъ трехъ сосЪднихъ съ ней стан- 
шй В, Си М станши В и Г уже пройдены раньше, 
такь что къ станши М можно было бы прибыть 
лишь изъ №, нослЪ чего уже нельзя было бы про- 
должать поЪздку. 16) 


Съ помощью нашего цикла очень легко опре- 
дфлить также число возможныхъ круговыхъ поъЪз- 
длокъ въ тЪхъ случаяхъ, когда задано меньше, ч$мъ 
пять начальныхъ станшй. СлЪдующая таблица по- 
казываетъ, сколько рЪъшевшй возможно при томъ или 
другомъ числЪ заданныхъ начальныхъ станшй: 


Число начальныхъ станцй: Число рЪшений: 
О, 10 хе №. | 

Г у. ооо. м М, о 
р... иж слое и или; > 
о. ое ср ро хе 
В за. мысе. ВА, «У 
В о:. = - 10; \ 
Е. О. \ 
В.о . т ЗУ < 


о 18 


АУ 
се 


— 322 — 


Является вопросъ, нельзя ли съ помощью Га- 
мильтонова метода, посредствомъ котораго изъ од- 
ного рЪшен1я легко получаются всЪ остальныя, 
теоретически развить также исходное рЪшенте. 
Утвердительный отвфтъ на этотъ вопросъ слЪдуеть 
изъ нЪкоторыхъ соотношентй между группировками 
буквъ | и г, вытекающихъ изъ природы нашей основ- 
ной фигуры, состоящей изъ 12 пятиугольниковъ. 
Легко усмотрЪть, что мы вся разъ будемъ возвра- 
щаться къ одной и той же исходной точкЪ безраз- 
лично, пойдемъ ли мы два раза подъ рядъ влЪво, 
или же сперва пойдемъ вправо, затЪмъ три раза 
влЪво и, наконецъ, опять вправо. НапримЪръ, изъ 
точки О мы приходимъ черезъ А и В въ М, при 
чемъ мы поворачиваемъ два раза влЪво. Но къ той 
же точкЪ М мы можемъ придти и черезъ А, Е, О, 
С, В, поворачивая сперва вправо, затЪмъ три раза 
влЪво и, наконецъ, вправо. Это явлен1е можно вы- 
разить символически слЪдующимъ образомъ: 


И. 


Точно такъ же мы можемъ убЪдиться о 


7 
ее. (9 
ря 
ЗамЪфнивъ букву г черезъ | и ебратно, мы полу- 
чимъ изъ этихъ двухъ соотношен1 И ва длругихъ. Этими 


соотношенями можно воспользбзаться для того, чтобы 
\ $ 


ведливости сл дующаго равенства: 
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изъ одной понятной безъ разъясневн1й круговой по- 
Ъздки по пяти лишь стантямъ вывести циклы, от- 
носяппеся ко всЪмъ двадцати станшямъ. Если мы 
обойдемъ всЪ стороны одного изъ пятиугольниковъ, 
составляющихъь нашу фигуру, то мы возвратимся 
къ начальной точкЪ, либо поворачивая пять разъ 
подъ ряд влЪво, либо пять разъ вправо. Исходя 
изъ этого факта, мы можемъ путемъь повторнаго 
пользован1я соотношенлемъ || =т!Шт вывести теоре- 
тически одинъ циклъ слЪдующимъ образомъ: 


ОЕ 1 112) ЕЕ 
= ВОВЕ Е) (г1117 1) 
вв еРгИ г). Сов 
А ет в. 


Изъ какого бы мы ни исходили соотношеня и 
какимъ бы образомъ мы ни производили подсета- 
новки, всяк! разъ, какъ только у насъ наберется 
20 буквъ, мы получаемъ группу, которая или отли- 
чается отъь только-что найденной лишь тЪмъ, что 
начинается съ другого пункта, но циклически тожде- 
ственна съ ней, или же отличается лишь проти->, 
воположнымъ направлен1емъ. Это находится въ, ео” 
гласи съ тЪмъ обстоятельствомъ, что не сущестьуеть 
никакихъ другихъь рЪшенй, кромЪ тЪхъ, кргорыя 
вытекаютъ изь нашего цикла. © 

Кромв Гамильтона, француз А артилле- 


райсюй офицерь Гермари (Непаб 9, предложилъ 
18* 
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методы, которые приводятъ ко везмъ рЪшенлямъ 
задачи Гамильтона; однако, изложен1е этихъ ме- 
тодовъ потребовало бы здЪсь слишкомъ много мЪста. 

О расширенти Гамильтоновой задачи о кру- 
говыхъ поЪздкахъ думалъ еще, конечно, Гамиль- 
тонъ и, кромЪ него, Гермари, Люка (14саз) и 
Боллъ (Ва!) Но до сихъ поръ еще не удалось 
развить математической теорли нахождев1я воЪхъ 
круговыхъ поЪздокъ, которыя можно совершить 
по фигурЪ, составленной произвольнымъ образомъ 
изъ точекь и линШ. Однако же авторъ настоящей 
книги нЪсколько лЪтъ тому назадъ далъ въ жур- 
налЪ — „МашгуззепзспаНИсве \!оспепзсВиЙ“ способъ, 
значительно облечаюпий эмпирическое нахождене 
круговыхъ поЪздокъ, при которыхъ каждая станщя 
посЪщается лишь одинъ разъ. Чтобы познакомиться 
съ этимъ методомъ, мы опять будемъ исходить изъ 
нашей прежней основной фигуры, содержащей три 
концентрическя окружности. Она состоитъ изъ 80 
отрЪзковъ; при круговой поЪздкЪ приходится .про- 
Ъзжать по 20 изъ нихъ, остальные же 10 отр3Ъз- 
ковь остаются въ сторонЪ. Если мы помЪтимж5’ 20 
пройденныхъ отрзковть чтобы имЪть возжность 
отличить ихъ отъ 10 непройденныхъ, то. бмы замЪ- 
тимъ, что изъ каждой точки исходят за, помЪчен- 
ныхъ отрЪзка и одинъ непомЪчени®йЙ. Задача со- 
стоитъ, слЪдовательно, въ томъ, бы отобрать изъ 
30 линй 10 такимъ о изь каждой 
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точки выходила одна лимя и при томъ только одна; 
на практикЪ легко увидЪть, что это можно выпол- 
нить (10 -- 20) различными способами. Выбрать тЪ 
лини, по которымъ не приходится двигаться, легче, 
конечно, чЪмъ тЪ, которыя придется проЪзжать, 
такъ какъ 10 меньше 20. НапримЪръ, въ приложен- 
ной фигурЪ представлена первая изъ раземотрЪн- 
ныхъ нами круговыхъ поЪздокъ, въ которой прой- 
денныя станши слЪдуютъ одна за другой въ алфа- 
витномъ порядкЪ: десять непройденныхъ отрЪзковъ 
начерчены пунктиромъ, самый же круговой путь 
представленъ непрерывной лишей. 


:46° 

с? 
< 
© 

в: — $ 

Десять пунктирныхъ отрЪзковтб °\. е. ТЪ, по 

которымъ не нужно проходить, Зогуть быть вы- 

я 


браны, конечно, различнымъ образомъ; нетрудно, 
однако, увидЪть, что этотъ выборъ можеть быть едЪ- 
ланъ лишь двумя или четырьмя различными спо- 
собами, если намъ заданы пять начальныхъ точек; 
это согласно съ результатомъ, къ которому привелъ 
насъ метод Гамильтона. 

Этотъ способъ легко можно распространить на 
любыя фигуры. При каждой точкЪ пишемъ число 
исходящихъ изъ нея отрЪзковъ. Половина суммы 
всЪхъ отм$ченныхь такимъ образомъ чиселъ прелд- 
ставить намъ каждый разъ точное число всЪхъ вхо- 
дящихъ въ фигуру отрЪзковъ. Если изъ этого чис- 
ла вычтемъ число веЪБхъ точекъ фигуры, то полу- 
чимъ число тЪхъ отрЪзковъ, по которымъ не нужно 
проходить. Столько именно отрЪзковъ мы и отм?- 
чаемъ, какъ „запрещенные“, при чемъь мы должны 
соблюдать два услов1я: во-первыхъ, число запре- 
щенныхъ отрЪзковъ, исхоцдящихъ изъ каждой точки, 
должно быть на 2 меньше числа, которымъ помЪ- 
чена соотвЪтственная точка; во-вторыхъ, получен- 
ная такимъ образомъ круговая поЗздка не должна 
распадаться на двЪ или ббльшее число замкнуфбыхЪ 
круговыхъ поЪздокъ. су у 

Если каждая точка, какъ при играх аъ доде- 
каедръ, имЪетъ три выхода, то паъ каждой точки 
долженъ выходить только одинъ за ‹енный отрЪ- 
зокъ. Это имЪеть, напримЪръ,/<. АВсто въ ниже- 


слБдующей фигурЪ; здЪеь 40 коек связаны между 


— 327 — 


собой 60-ью отрЪзками, 20 запрещенныхъ отрЪзковъ 
изображены попрежнему пунктиромъ, а получаюцийся 


отсюда однозначно круговой маршрутъ начерченъ 
непрерывной лишей и, кромЪ того, для большей 


ясности отмЪченъ числами въ натуральномъ порядкЪ, 
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Эта фигура соотвфтствуеть тфлу, поверхность 


котораго состоить изъ 12 пятиугольниковь и '/®> 
шестиугольниковъ, тогда какъ слЪдующая фивура 


изображаетъ тЪло, ограниченное 12 пятиуходьни- 
ками и 8 шестиугольниками, при чемъ, однако, изъ 


каждой вершины также исходятъ 3 


жа Такимъ 
образомъ, получается 36 точекъ, свя тыхъ между 


я 
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собой 36 отрЪзками, которые должны быть прой- 
дены, и 18 запрещенными отрЪзками. Попрежнему 
запрещенные отрЪзки, которые опредЪляются пер- 
выми, изображены пунктиромъ, а самый маршрутъ 
круговой позздки начерчень непрерывной лишей: 
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Описанный способъ можно безъ труда распро- 
страпить и на тая фигуры, въ которыхъ кЭ’ изъ 
каждой точки выходитъ по три отрЪзка, ВЪ этомъ 
случаЪ нужно каждую точку помЪтить чазсломть, ко- 
торое на 2 меньше числа выходовъь изв нея, и за- 
тЪмъ позаботиться при выборЪ педжащихъ запре- 
щен1ю отрЪзковъ, чтобы изъ казодой точки исходило 
столько запрещенныхъ отрьзйевь, сколько указы- 
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ваетъ число, которымъ помЪчена эта точка. Такимъ 
именно способомъ получены круговыя поЪздки, ко- 
торыя на двухъ нижеслфдующихь фигурахъ отм?- 
чены числами въ натуральномъ порядкЪ: 


Если число точекь и соединяюйиехь ихъ от- 
рЪзковъ очень велико, то рЪшене ззйачи о круго- 
вой поЪздкЪ черезъ всЪ точки с @фи чемъ каждая 

ро 
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должна быть пройдена одинъ и только одинъ разъ, 
становится весьма труднымъ. Еще труднЪе, однако, 
задача о нахождени всЪхъь рфшенй, которыя мо- 
жетъ имЪть эта проблема. 

Разобранную нами раньше задачу объ образо- 
вати замкнутаго хода коня въ 64 клЪткахъ шах- 
матной доски можно также разсматривать, какъ за- 
дачу Гамильтона о круговой поЪздкЪ въ обоб- 
щенномъ видЪ. ДЪйствительно, если представимъ 
себЪ, что 64 клЗтки шахматной доски замЪнены 64 
точками и всяюмя 2 точки, соотвЪтетвуюцая клЪт- 
камъ, между которыми возможенъ ходъ коня, соеди- 
нены между собой, то мы получимъ всего 168 соеди- 
нительныхъ отрфзковъ, при чемъ изъ каждой точки 
выходить отъ 2 до 8 такихъ отрЪзковъ. Кому уда- 
лось посЪтить въ круговой поЪздкЪ 64 точки и 
при томъ каждую лишь по одному разу, тотъ соета- 
вилъ вмЗетЪ съ тЪмъ и замкнутый ходъ коня. Если 
же кому-нибудь удастся опредЪлить число веЪхь 
возможныхъ „круговыхъ пофздокъ конемъ“, то онъ 
рЪЬшитъь этимь самымъ вопросъ о нахождени числа 
всЪхь возможныхь задачъ на ходъ коня, —вопфосъ, 
поставленный уже много десятилЪтй тому СЗазалъ, 


но еще не вполнЪ разрЪшенный. 5 
$ 
—=_ 
55 


Примъчаня и добавления. 


ПримБчаня и добавпеня. 


1) Число 142857 есть наименьшее изъ чиселъ, оканчи- 
вающихся цифрою 7 и обладающихъ тЪмъ свойствомъ, что 
для умножен]я ихъ на 3 достаточно поставить первую цифру 
на посл$днее мЪсто, а для умноженя на 5 достаточно по- 
ставить послЪднюю цифру на первое мЪсто. 


2) Наименьшее цЪлое число, которое оканчивается 
цифрой 2 и удваивается при перенесени этой цифры на 
первое мЪсто, есть число 105 263 157 894 736 842. 


3) Первообразнымъ корнемъ простого числа р назы- 
вается каждое цЪлое число а, не дЪлящееся на р и облада- 
ющее тЪмъ свойствомъ, что число ах—1 не есть кратное 
числа р при х<-р—1, ГДЪ х есть ц$лое положительное 
число. 


*) с есть число цифръ перюда дроби 1 :р. © 
с? 
& 
5) Въ н5мецкомъ текстз пфенигъ вмЪсто_ опейки и 
марка вмЪсто рубля. \ © 
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°) Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ <— (&—1)=Ёи число 
р картъ во всЪхъ кучкахъ не превосходит п—1, то 
< — (а— р) - п. Но, если нижняя карта каждой кучки будетъ 
принята за 1, то мы будемъ им5зть а= Риз п. А такъ 
какъ мы желаемъ, чтобы во всЪхъ случаяхъ оказа- 
лось достаточное число картъ, то необходимо взять < п. 


7) Къ задач о переливан!яхъ. 


Прежде всего введемъ нзкоторые принятые въ теори 
чиселъ термины и докажемъ одну теорему. Когда при ДЪ- 
лени цзлаго положительнаго числа с на цЪлое положитель- 
ное число 2 получаютъ частное 4 и неотрицательный остатокъ 
г’, ТО говорятъ, что остатокъ г есть наименьший поло- 
жительный вычетъ числа с по модулю 6. Такимъ 
образомъ, дЪлителя называютъ модулемъ, а осгатокъ — наи- 
меньшимъ положительнымъ вычетомъ по этому модулю. 
Наименьшими положительными вычетами по модулю Р мо- 
гутъ быть только слЪдующя числа 


А 


ибо остатокъ (вычетъ) всегда меньше дЪлителя (модуля). 
Теорема. Если числос и модуль 6 суть вза- 
имно простыя числа, а наименьшие вычеты 
чиселъ 
ОВС. с, 2.с,..., 96,..-, Ро. ая 


› 


\ 
по модулю # мы обозначимъ соотв тственно 
э 


та 


черезъ © 


20-0, Ва» он» Гозо р Ва Г © (1) 


то послЪдн!Й рядъ чиселъ межетъ отли- 


чаться отъ ряда чиселъ 
\ 

2... 5... ВО (2) 

только порядкомъ. Хы 


< 


885 -- 


Доказательство. Обозначимъ соотвЪтственно че- 
резъ 4,, Чь и 4»_1 частныя отъ дДЪленя на Р чиселъ сс, вс, 
и (РР —1)с; тогда 

И 
поэтому 
К, ОР 


Прежде всего покажемъ, что въ ряду вычетовъ нЪтъ рав- 
ныхЪъ. Если допустить, что т, =т,, то мы имЪли бы: 


о 
> 


Е) са = (9, 5, 

но это невозможно, такъ какъ 2 — <<Ь, а числа си Р— 
взаимно-простыя, между тЪмъ какъ произведене (5 — с) с 
дЪлится безъ остатка на ФР. Но если въ ряду (1) нВтъ рав- 
ныхъ чиселъ, то рядъ (1) содержитъ В различныхъ 
ц$лыхъ неотрицательныхъ чиселъ, изъ коихъ каждое меньше, 
ч$мъ 5. Существуетъ только одна система такихъ чиселъ, а 
именно система чиселъ (2); слЪдовательно, рядъ чиселъ (1) 
либо ничЪмъ не отличается отъ ряда чиселъ (2), либо отли- 
чается только порядкомъ. 

Обращаясь теперь къ первому методу переливан!я, по- 
кажемъ, что, если по этому методу возможно сдЪлать в 1 
переливанйй, то, при Ф и с взаимно простыхъ, числа, выра- 
жающя послЗдовательно количества литровъ, получаемыхъ 
въ сосудЪ В, суть наименыше положительные вычеты 


бо, 7", т... То + Тру.) | 


чиселъ «у 
6% 


м 


о, @5° 
по модулю 6. Для этого докажемъ, что число литрр® жид- 
кости, содержащихся въ сосудЪ В послЪ э-го ливаня 


изъ сосуда С,есть г. Мы не считаемъ при этомъ @Хъ перели- 
ванй, которыя даютъ 6 литровъ въ сосудЪ Вто докажется 
индуктивно относительно числа переливан®\ Посл перваго 
переливантя въ сосудЪ В содержится с явь и, такъ какъ, 


© 
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по предположеён!ю, с < Ь, то при дБлени с на В получаёмъ въ 
частномъ нуль и въ остатк с, т. е. с иесть наименышй вычетъ 
числа 1.с по модулю 6. Допустимъ, что наше утверждене вЪр- 
но для э-го переливания изъ С въ сосудъ В, когда 1<°<6-— 1, 
такъ что посл этого переливания сосудъ В дЪйствительно 
содержитъ 7, литровъ. Докажемъ, что послЪ (=--1) перели- 
вашя онъ будетъ содержать г, | | литровъ. ПослЪ ‹-аго пере- 
ливан1я изъ сосуда С въ В мы наливаемъ с литровъ въ сосудъ С. 
По допущеню это возможно сдЪлать (условя этой возмож- 
ности разсмотрЗны ниже). Теперь возможны два случая. 

1-й случай: эти с литровъ можно перелить въ В. 
Это будетъ тогда, когда 


са Ё. 
ф= 


Такъ какъ =, /’,, то теперь 


2) 
(Е Пе=а,в г, + с, 


откуда слЪдуетъ, что равенство г, + с = 6 недопустимо, ибо въ 
противномъ случа число (5 -|- 1) с было бы кратнымъ числа 6, 
между тЪмъ какъ © < 6—1, а с число взаимно простое съ 2. 
Такъ какъ ге < В, то т, с есть наименьшй вычетъ 
числа ($ -- 1)с по модулю В, т.е. 7,1 =7,--с. ВмЪ5стЪ съ 
этимъ послЪ (х--1)-го переливаня сосудъ В содержитъ 
т -- с литровъ. 

2-й случай. Нельзя перелить с литровъ изъ сосуда С 
въ сосудъ В. Въ сосудъ В во всякомъ случаЪ можно, ‘еще 
налить В— г. литровъ, посл чего онъ будетъ пол Т- 


8 
перь, очевидно, 
9 


а - <. 


ПослЪ того, какъ изъ сосуда С отлили ВКО литровь ВЪ 
немъ остаются с -- ’, — В литровъ, при ча 


с -|- " О, 25 
< 
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Мы опорожнимъ сосудъ В и перельемъ въ него эти с 7, —В 
литровъ. Такимъ образомъ, послЪ (г -- 1)-го наполненя со- 
суда 2 въ немъ будетъ содержаться литровъ о, 0 
= ас О о, — 175, слЗдовательно, (5-1)с 
=, В Е 

Такъ какъ схфи 7: < в, то Е”. < 25 —Ь=6; 
воэтому: мт, = Ро и вмЪстЪ съ тм сосудъ В со- 
держитъ теперь, послЪ (г Ч: 1)-го переливания, с 7,„—6=т 
литров. 

Въ виду предыдущей теоремы, мы приходимъ къ та- 
кому выводу: 

Если си Ф суть числа взаимно-простыя и если можно 
произвести р — 1 переливанй по первому методу, то при 
этихъ переливаняхъ мы получимъ въ сосудЪ В любое цзлое 
число литровъ отъ 1 до © — 1 включительно. 

Такимъ образомъ мы можемъ получать въ сосудЪ В 
всякое число литровъ отъ 1 до БЁ включительно. Раз- 
смотримъ теперь, при какихъ усломяхъ возможно сдЗлать 
р — 1 переливаний. ПослЪ э-го переливания сосудъ В содержитъ 

<р—1 литровъ (мы опять не считаемъ тЪхъ переливанйй, 
которыя даютъ Р литровъ въ В). ПослЪ этого нужно въ С 
налить с ре: Это будетъ возможно тогда и только 
тогда, когда а> т, с. Это неравенство будетъ выполнено 
при всЪхъ значеняхъ ’„› если оно выполнено при г, =В— 1; 
слЪдовательно, нужно, чтобы было 


асе -— 1. «У 


Въ сосудЪ В при этомъ, между прочимъ, получае® я 
такое количество литровъ, которое выражается любым Мис- 
ломъ, не превосходящимъ с. Передъ тЪмЪъ, какъ так&е” число 
литровъ получилось въ В, оно было въ С; слвдоваз но, въ С 
мы встрЗтимъ любое число литровъ, не плбВосходящее г 

Больше, чЪмъ В литровъ, мы ить только 
въ сосудЪ -4. Наименьшее число лихровЪу какое можно 

у 19 


То] 


и 


имЪть въ 4, есть а — (6-6). Если это наименьшее число 
больше, чВмъ Р-1, то мы не можемъ получить В-1 ли- 
тровъ ни въ одномъ сосудЪ; поэтому для возможности по- 
лученя всякаго (цЪлаго) числа литровъ, не превосходящаго 
а, необходимо, чтобы выполнялось соотношене 


а— с) < В+ 1, 


ИЛИ х 
а < В С-1. 


Если О < а<си 4 есть цЗлое число, то передъ получемемъ 
4 литровъ въ В мы будемъ имЪть В литровъ въ Ви 4 ли- 
тровъ въ С. Въ обоихъ сосудахъ мы будемъ имЪть 6 -{ @ ли- 
тровъ. Такимъ образомъ выходитъ, что въ В мы можемъ 
получать слЪдующия числа: 1, 2, 3,..., Ь. Когда въ В содер- 
жится Ь литровъ, то въ С можно получить 1, 2,..., с ли- 
тровъ. Въ двухъ сосудахъ В и Сможно получить любое число 
литровъ отъ 0 до 6 - с включительно. Отсюда слЗдуетъ, что 
въ А можно получить любое число литровъ отъ а — (6-с) <6-1 
до а — 0 —а, т. е. мы встрЗтимъ въ 4 всякое число литровъ 
отъ 6 +-1 до а. 

Итакъ, если Би с суть числа взаимно-простыя и если 


ре —1<а< 2 с - 1, 


то можно по первому методу получить любое число литрэвъ 
отъ 1 до а. Мы ограничимся этими разъясненями. 


$) Обозначивъ искомыя числа черезъ х и ум Жере- 
ведя сказанное на языкъ алгебры, мы послФдбзательно 
получимъ: 1) (7—х) 9; 2) (7—х (уе —хр—у; 
Далфе: (7 — ху) + (14 —х—9)=21—2х; 25551 — 2)-2х; 
2х:2 =х. ДалЪе, 40” 
7 ху 7 = 14 —х- у; ох (И-х-—)=25; 
24:2 = 


» 
я 
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3) ЦЪпи домино. 


Мы будемъ предполагать, что среди камней совс®мъ 
нЪтъ дублетовъ и что мы составили какую-либо цЪпь, въ 
которой крайне нумера суть а (= п) и В (= п). Нетрудно ви- 
дЪть, что цЪпь можно удлинить въ слФдующихъ двухъ 
случаяхъ: 

|. Если среди камней, не вошедшихъ въ цЗпь, есть ка” 
мень съ числомъ а или съ числомъ В, ибо такой камень 
можно надлежащей стороной приложить къ соотвЗтствен- 
ному концу цЪпи. 

П. Если на камняхъ, не вошедшихъ въ цЪпь, нзтъ ни 
числа а ни числа Р, но есть хоть два камня съ однимъ и 
тЪмъ же числомъ р (== а, 6). Пусть (65) и (р!) будутъ эти два 
камня (5=а, В, Ё; #-[а, Ь). Этотъ случай приводится къ сл- 
дующимъ двумъ случаямъ: 

©) камень (51) находится въ цЪпи, и въ цЪпи имЪется, 
слЪдовательно, часть 


9$) (51) (12). 
Удаливъ камень (51) и введя въ цФпь два камня (5) и (р), 
мы вм5сто прежней части получимъ часть 
(55) (56) (И) (17), 


и цфпь будетъ удлинена на одинъ камень. 
0) камень (51) находится внЪ цЪпи. Камень (ар) непре- 
мЪнно находится въ цЪпи и потому въ ней есть часть < 


(ар) (7). © 


Мы можемъ ввести еще три камня въ цЪпь, замфник® эту 
часть посл5довательностью к 


(ар) (65) (54) (16) (В) $7 
и удлинивъ такимъ образомъ цЪпь на о камня. 


Станемъ теперь удлинять нашу ц куказанными здЪсь 
9+ 
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способами до тЪхъ поръ, песка уже не будетъ мЪста ни ДлЯ 
случая 1, ни для случая П. Пусть Г будетъ построенная та- 
кимъ образомъ цЪпь. Крайн1я ея числа мы опять обозна- 
чимъ черезъ а и 6. Разсмотримъ два случая: 

1. Число п четное. Въ этомъ случаЪ наша цЪпь Г бу- 
детъ замкнутой и будетъ содержать всЪ камни игры. Въ са- 
момъ дЪлЪ, теперь каждое число содержится въ игр чет- 
ное число разъ. Если а--Ь, то а содержится въ Ё нечетное 
число разъ и, слЪдовательно, внЪ Г, по крайней мЪрЪ, одинъ 
разъ, что невозможно, ибо случай | исключенъ. Отсюда 
прежде всего сл$дуетъ, что а =Ь, т. е. наша цЪпь Г зам- 
кнута; далЪе, изъ факта замкнутости цфпи вытекаетъ, что 
каждое число р содержится въ цЪпи / четное число разъ и 
не можетъ встрЪчаться внЪ цЪпи, ибо оно должно было бы 
встрЪчаться внЪ цфпи также четное число разъ, что не- 
возможно, такъ какъ случай ИП исключенъ. 


2. Число п нечетное. Въ этомъ случаЪ цЪпь С незам- 
кнута и внЪ цЪпи остаются + („—1) камней. Въ самомъ дЪлЪ, 
въ этомъ случаЪ каждое число содержится въ игрЪ не- 
четное число разъ и потому, если бы было а=В, то число 
а, содержась въ Г. четное число разъ, должно было бы содер- 
жаться внЪ Г, хоть одинъ разъ, что невозможно. ВнЪ Г, нЪтъ чи- 
селъ а и 6. Каждое-же изъ остальныхъ п — 1 чиселъ входитъ 
въ Г четное число разъ и потому встр$чается внЪ Г, нечет- 
ное число разъ и именно одинъ только разъ, ибо случай 
| исключенъ. Такимъ образомъ, внЪ Г остаются п М чи- 
селъ, которыя помфщены на + (п — 1) камняхъ. 249 

При п нечетномъ нельзя составить 60858 длинной 
ЦЪпи, ч5мъ наша цЪпь /, ибо какова бы Ни была цЪпь [р 
каждое число р, отличное отъ чиселъ, стоя Яхъ на концахъ 
цЪпи, будетъ встрЪчаться внутри цЪпи\ К етное число разъ 
и, слЗдовательно, внЪ цЪпи 2 по край | мЪрЪ, одинъ разъ, 
а потому при нечетномъ и внЪ о ЦЪпи будутъ оста- 
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ваться, по крайней мЪрЪ, » —1 чиселъ и, слБдовательно, по 
меньшей мЪрЪ, + (» — 1) камней. 


2 — —__— 


1”) Вообще, на #-ой карточкЪ пишутся въ порядкЪ воз- 
растаня вс тЪ и только тЪ числа, которыя получаются изъ 
выражен!я 


нео 
Пир 12 3,.. = 2-1, 28 м а | 2,..., О. 


11) О гиряхъ. 


Условимся называть для краткости грузомъ р грузъ, 
котораго вЪсъ равенъ р, и гирей р—гирю вЪса р. Подъ 
взвЪшиванемъ груза р мы будемъ разумЪть только слЪдую- 
щ процессъ: либо на одну чашку вЪсовъ кладутъ грузъ р» 
а на другую чашку уравнов$шивающия его гири В, Р.,..., 0, 
и узнаютъ такимъ образомъ, что 

р=ы В | ‚0, ” 
4 
либо на одну чашку вЪсовъ кладется грузъ р и н$Ъкоторыя 
гири с1, с.,..., с,, а на другую чашку вЪсовъ кладутся гири 
р, 6,,..., В,, уравновЗшивающия то, что положено на пер- 
вую чашку, и тогда узнаютъ, что 


р (Е а ЕЕ с,). (1 
Выраженю с, - с, + --.- ‹, мы условимся приписать ов 


дЪленное численное значение также и при х =0, а ивзнно 
мы будемъ считать это выражене равнымъ нулю пря # =0. 
Тогда равенство (1) будетъ содержать въ пе зе 
щее ему равенство, какъ частный случай. 

Положимъ теперь, что у насъ ми гирь 


а, а.,..., 


(2) 
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Изтъ, сказаннаго слФдуетъ, что при помощи всзхъЪ или 
нЪъкоторыхъ изъ этихъ гирь грузъ р можно будегъ взвЪсить 
ВЪ томъ и только вВЪ ТОМЪ случаЪ, когда число р можетъ быть 
представлено въ форм (1), гдЪ В, 6,,...,Р,, са, 64, +... С, 
суть 2 -- х чиселъ изъ ряда (2). Если изъ чиселъ (2) соста- 
вить всевозможныя выраженя типа (1) (при чемъ уменьшае- 
мое В +, +... в р, постоянно должно быть больше вычи- 
таемаго сс. |+... -Нс ь то мы получимъ численныя вели- 
чины всЪхъ тъхъ грузовъ, камя могутъ быть взв$шены п 
гирями (2). Отсюда слФдуетъ, что наибольшее число 
(назовемъ его и,„) различныхъ по вЪсу грузовъ, кая могутъ 
быть взв$шены при помощи п гирь, соотвЪтствуетъ тому 
случаю, когда среди выражений (1), составленныхъ изъ чи- 
селъ (2) и имЪющихъ положительныя значеня, нЪтъ рав- 
ныхЪ. Мы будемъ говорить, что гири (2) составляютъ осо- 
бенную систему гирь въ томъ и только въ томъ 
случаЪ, когда число различныхъ по вЗсу грузовъ, каще мо- 
гутъ быть взвЪшены при помощи этой системы гирь равно 
„, Т. е. когда число этихъ грузовъ есть тахитит. 

СлЪдств!е первое. Особенная система гирь не 
содержитъ гирь, равныхъ по вЪсу. 

СлЪдств!е второе. Часть особенной системы 
гирь есть особенная система гирь. 

Наряду съ особенною системою гирь (2) будемъ также 


разсматривать систему гирь 
у Чу < (3) 


которая, какъ часть системы (2), представляя. также 
особенную систему изъ п— 1 гирь. Если Ч. Чаетъ про- 
извольный грузъ, который можетъ быть, Ъшенъ при 
помощи гирь (3), то число значешй 4 ра „_1: Присоеди- 
няя къ системЪ (3} гирю а, (т. е. возв веб. къ систем 
гирь (2)), мы сверхъ и, | грузовъ\{@можемъ взвЪсить еще 
только слЗдующе грузы: ^® 


а, а.,.. 
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1 грузъ а„, 

и„_} Грузовъ а, (4, 

и„_| грузовъ 'а,„—4,, 
гдз знакъ | ' означаетъ абсолютную величину. ВсЗ эти грузы, 
числомъ 2и, | --1, отличны другъ отъ друга и отъ каждаго 
изъ и, | грузовъ 4, ибо система (2) предполагается особен- 
ной. Числа и, ии, | удовлетворяютъ поэтому соотношеню 


ии, НЕ. 


ЗамЪняя здЪсь п нап—1, п 2,..., 3, 2 и замЪчая, что сд- 
ною гирею можно взЪсить одинъ и только одинъ грузъ, мы 
будемъ имЪть рядъ равенствъ: 


и, =Зи,_ 1-1, 
и, = Эн, о | Ё, 
1. = Зи, + 1, 
и, = За, 1, 


т = 1. 


Помножая эти равенства, начиная съ перваго, соотвЪтственно 
Но, 9. ЗН й складывая полученныя такимъ обра- 
зомъ равенства, мы найдемъ, что 


и, = 92-44631 1 (3*—1). 


Такимъ образомъ, система и гирь будетъ особенной тогда и 
только тогда, когда при помощи гирь этой системы можно 
взвЗсить + (3” —1) различныхъ по вЪсу грузовъ. 
Каждая отдЗльная гиря есть особенная система, 
стоящая изъ одной гири. Легко показать, что, если сик@ема, 
состоящая изъ # гирь а, а.,...,а,, будетъ особенная; # 


5; =а а, + -..-а,, $ 
то при а. > 25, система гирь н < 


г 


а1, а.,. ., ау, 1 ох 
также будетъ особенная, 5% 
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ДЪйствительно, намъ нужно только показать, что 
если 4 есть грузъ, который можетъ быть взвЪшенъ при помощи 
гирь изъ ряда а, а,,..., а,, то вс числа а, 1, а, 1-19 


ыы К 
Иа, 1—9, отличны другъ отъ друга, а также отъ каждаго 
изъ чиселъ 4. По допущеню, 

9,1 > 25, = 2 (а, а, |+... а,) =29> 4. 


Отсюда, между прочимъ, слЗдуетъ, что | а, —49|=а, 1-4. 
Очевидно также, что при любыхъ значеняхъ д, и 4. числа 4 
имфютъ мЪсто неравенства 
Пе, — 1 < 4.1 -- 
Остается только показать, что а, ,1 — 4, Е 4% и а, 1 + 91-Е 4. 
Но %=4:, 5 = 4, и поэтому а,., > 25% = 4, +4; сл$дова- 
тельно, 
9,1 — 4, > 4 иа ЮШюй а, 1-4, > 4», 


что и требовалось доказать. 
Беря а, =1, а, 1 = 2, +1(#=1,2,..., п —1), мы по- 
лучимъ замЪчательную особенную систему гирь: 
1; 2.1 1=3; 2.(1--3)-+1=9; 2 (13-9) -+1=27;... (4) 
Члены этого ряда суть члены прогресс!и 
В 


Это очевидно для первыхъ 4 членовъ. Но если мы допустимъ, 
что это вфрно для Ё первыхъ членовъ ряда (4), то наше 
утверждене будетъ вЪ$рно и для (® -{ 1)-го члена этог&; яда, 
ибо, согласно допущен!ю, мы будемъ имЪть __ 


3 — 
а. 1=2(1 ПН... 1-31 2 —. 2 = 3. 


Такимъ образомъ, имЪя п гирь \ 
1... \ (5) 
дЪйствительно можно будетъ взвЪс $3" —1) различныхъ 


ей 
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по всу грузовъ, которые, очевидно, выражаются въ цВлыхъ 

положительныхъ числахъ; наиболышй изъ нихъ выражается 

числомъ 13+... 3" 1 = + (3”"” —1). Отсюда слФдуетъ, 

что при помощи п гирь системы (5) можно будетъ взвЪсить 

всЪ грузы, вЪса которыхъ выражаются натуральными числами 
2.4.13" —\. 

Особенную систему п гирь мы будемъ называть нату- 
ральною, если съ помощью гирь этой системы можно взв3- 
сить грузъ, выражаемый любымъ натуральнымъ чис- 
ломъ, конечно, не превосходящимъ числа } (3"—1). Посл®- 
дующими разсужденями мы имЪемъ въ виду доказать, что си- 
стема гирь (5) есть единственная натуральная система гирь. 

Положимъ, что система п гирь (2) есть натуральная 
система и что р есть цЪлое число, удовлетворяющее нера- 
венствамъ 0 < р = 1 (3" —1). Грузъ р можно будетъ взвЪ- 
сить при помощи гирь (2) и, слЪдовательно, 

р= (В -ы---- В) м 
ГДВ 2,, 6,,..., 6, Са, 6)... с, ИмЪютъ указанныя на стр. 
342 значеня. Означая черезъ 2,1, В, .2,..., В, числа, нахо- 
дящяся въ ряду (2), но отличныя отъ чиселъ В, 6,,..., 6, 
и принимая во внимане, что В 5, ----НО, РВ,,-.---- 8, 
=а, а, |... а, = $ (3"” —1), мы будемъ имЪть: 


р= 3 (3 — а о -.- 0). 
Обозначая черезъ Р любое цЪлое число, удовлетворяющее 
соотношенямъ 0: Р-}(3”—1), мы можемъ положихб» 
р = 3 (3" —1) —Р, и предыдущее равенство преобразуется рь 
равенство >Уй 


Р=а-Ры + +5 (6) 


Полагая здЪсь Р =1, мы найдемъ, что при п ее Р 
одно изъ слагаемыхъ второй части есть 1, а о ьные равны 


нулю. А такъ какъ всЪ числасиВ нахо реди чиселъ а, 
то отсюда вытекаетъ предложен!е: < 


и“ 
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Каждая натуральная система гирьсодер- 
житъ гирю 1. Это есть гиря наименьшаго вЪса въ каждой 
натуральной системЪ. Докажемъ теперь сл$Здующую лемму. 

Если 


а, =1, а, = 3, а, = 3*,..., а. = 3" | а а (7) 
есть натуральная система изъ п гирь, гдЪ 
ито 

а, 1 =3“. 
Доказательство. Положивъ 
@ 41 < Чо < °- 


мы не ограничиваемъ общности сужденй, ибо среди гирь 
а,.1›-..) а, НЗтъ равныхъ по вЪсу (стр. 342). ЗамЪчая же, 


что всЪ грузы, вЪса которыхъ 9 выражаются числами 
1, 2,3,..., 3 (3* —1), могутъ быть взвЪшены при помощи гирь 


к—1 

=], @ =3,..., а, = (8) 

образующихъ натуральную систему изъ # гирь, мы заключаемъ, 
К К р 

что не только а,,1>3(3 — 1); ноиа, 1-1 О В 
ибо величина выраженя арт — (а, а `В а) = ак 11 — 
== С содержащаго а, 1, есть вЪсъ груза р, отлич- 
наго отъ каждаго изъ грузовъ 1, 2, 3,...1(3“—1) и по- 
тому превосходящаго грузъ 1 (3—1). Отсюда вытекаетъ, 
что а: > 3" —1 и, слЪдовательно, 


п. Ве < -. «5 9) 

Полагая же въ равенств® (6), Р= 3" мы увидимъ,счто ВЪ 
правой части равенства с 

аа Во: .65%, (10) 


не можетъ быть ни одного слагаемаго, ки а чЪмъ 
3^. Если бы тамъ не было и слагаемаго ‚ то каждое изъ 
чисел: с,, с,,. Се» был» Вы». ж НО было бы однимъ изъ 
чиселъ (8), а такъ = ВЪ равенств (10 числа ссуть различ- 
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ныя числа изъ ряда 1, 3,.. 3-1 и то же относится къ чис- 


ламъ р, то имЪли бы мЪсто соотношеня с.-о-.: НЕС, и 

к 1 к -. 
53 > = (3 1), и = `=3(3 и. 
Складывая эти неравенства и принимая во вниман!е равен- 
ство (10), придемъ къ нелЗпому соотношен!ю 


В 3” 1: 


Отсюда слЪдуетъ, что правая часть равенства (10) содер- 
житъ слагаемое 3“, а это значитъ, что система гирь (7) со- 
держитъ гирю 3". Если бы этой гирей была одна изъ гирь 
Ч,0,.-., а, ТО им$ло бы м5сто неравенство а. 1 < 3*, что 
невозможно въ силу соотношеная (9). Такимъ образомъ 
|. 
а.1=9. 
Мы видзли, что гиря 1 входитъ въ составъ каждой 
натуральной системы гирь. Если теперь 


и а а, 


есть натуральная система гирь, то, прим$няя п —1 разъ 
нашу лемму, найдемъ послЪдовательно, что а. =3, а.=3? , 
а, = 3" 1, и, слЪдовательно система гирь 


2 п 1 
о»... 3 
есть единственная натуральная система изъ п гирь. 
Допустимъ, что имЗется система гирь 


р... 9 (5) 


и грузъ, коего вЪсъ р есть цзлое число, не превосходяще @ 
числа 1 (3" —1). Спрашивается, какъ расположить си. 
стемы (5) на чашкахъ вЪсовъ, чтобы взвЪЗсить грузы р. Со- 
вершимъ для этой цфли надъ числомъ р тотъ рядёуперацй, 
который въ ариеметик$ предписывается а обращены 
числа р по троичной систем счисленя и пАЖомъ при по- 
мощи цифръ 0, —1 и 1. Мы дЪламъ число За 3. Остатокъ 
=, Этого дЪленя будетъ либо 0, либо а 2; въ послзЗд- 
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немъ случаЪ увеличимъ частное на 1; тогда остатокъ будетъ 
—1. Итакъ, предполагая, что остатокъ &, есть одно изъ чи- 
селъ —1, 0, 1, обозначимъ частное черезъ 4. Это частное 
вновь ДЗлимъ на 3, при чемъ получимъ остатокъ =,, рав- 
ный одному изъ чиселъ — 1, 0, 1, и частное 4.. Частное 4» 
опять дЗлимъ на 3 ит. д. до тзхъ поръ, пока получимъ 
частное 1„ = 1. Тогда имЪемъ рядъ равенствъ: 


В ЕЕ, З4: =. 51, 
= 34: + =., 
4:= 343 + Е, 


Ч т—1 Е 34 тв т И 
Чт — 1. 
Помножая эти равенства соотвЪтственно на 3°, 31, 3°,..., 3" 
и складывая полученныя такимъ образомъ равенства, най- 
демъ, что 
т ый =] а п 9 р и 
р Ре, .3° НЕ. 3 — (Е =. 32 = З-а,. (11) 


| 
Такъ какъ каждое изъ чиселъ = есть либо —1, либо 0, 


либо 1, то 
е. Е = = 
=„ 3” 2” Ре ВЕ = -3® ва 2 иж 


кии Ш’. 
поэтому 
== 3—4" 0-5 
слЪдовательно & 
9. 1 = 37 Г. 1, ЛИ 3" (3*"—*" — 1) = 2,2 
откуда вытекаетъ, что п—т=Ти <Я 
т=п—1. © 


Пусть теперь 3” -+ 3"'* -{ 3" |... бущетъ сумма тЪхъ 
членовъ правой части равенства (11) ля которыхъ коэф- 
фищенты = равны единицЪ. Пусть, даа, с будетъ 
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сумма абсолютныхъ величинъ тзхъ членовъ правой части 
равенства (11), которые входятъ въ него со знакомъ минусъ. 
Тогда 


р |...) = (3) 


ВсЪ числа Ё и [1 различны, ни одно изъ нихъ не больше 
п —Ти каждое есть цЪлое число, не меньшее нуля; слЪдо- 
довательно, для того, чтобы взвЪсить грузъ р при помощи 
вар 1... Эа т необходимо и достаточно положить 
гири 3”, 3"*,... на одну чашку вЪсовъ, а гири 3, 3* +... 
на другую чашку вЪсовъ. 

Прим ръ. При помощи гирь системы 1, 3, 3?, 33, 3*, 35, 
коихъ сумма вЪсовъ равна 41 (35° — 1) = 364, требуется отвЪ- 
сить 168 едининицъ вЪса. Частное отъ дЪленя 168 на 3 
равно 56 и остатокъ в, = 0; частное отъ дЪленя 56 на 3 
есть 19, а остатокъ =, = —1. ЗатЪмъ находимъ частное 6, 
остатокъ =, =1, потомъ частное 2 и остатокъ =, = 0. ДЪля 
2 на 3, получимъ остатокъ , = —1 и частное 1; поэтому 


16$ = 3° —1.3 0. 33+ 1.3*—1.3+0 
= (3$ -- 3*) — (3 + 3). 
Чтобы отвЪсить 168 фунтовъ необходимо и достаточно 


положить на одну чашку вЪсовъ гири 3° и 3*, а на другую 
чашку 3" и 3. Гири 1 и 3 въ этомъ случаЪ не нужны. 


2) Въ теорм формъ доказывается, что дФлители чи- 
селъ вида У? -|- \" тоже суть числа вида У? -- \*. 


 З-— `.©° 
'') Остатокъ, равный нулю, замняется числом. 
ху 


@^ 
") О непрерывномъ вычерчивани фикуръ. 


Задача, рЪшене которой будетъ излёЖёно въ этомъ 
добавлени, заключается въ требовани выфертить  анную 
ых 
У 
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фигуру (систему лин) непрерывнымъ движенемъ, не про- 
ходя дважды по одной и той же лини, принадлежащей фи- 
гурЪ, и не вычерчивая не принадлежащихъ ей линй. Усло- 
вимся называть вершинами фигуры точки, въ которыхъ 
лиши фигуры либо пересЪкаются, либо пресЪкаются, а так- 
же и тЪ точки, въ которыхъ вычерчиване начинается или 
оканчивается, при чемъ вершину, въ которой начинается 
вычерчиване, будемъ называть начальной, вершину, въ 
которой оканчивается вычерчиване —конечной, а всЪ 
прочтя вершины —-промежуточными. Можетъ, понятно, 
случиться, чтобы конечная ве.ршина была въ то же время и 
начальной. Стороною фигуры мы будемъ называть та- 
кой отрЪзокъ лини, входящей въ составъ фигуры, на кото- 
ромъ расположены только двЪ вершины, при чемъ этотъ отрЪ- 
зокъ необходимо будетъ ими ограниченъ. Каждая сторона фи- 
гуры будетъ называться лучемъ по отношеню къ вершинЪ, 
изъ которой она исходитъ. Вершина, изъ которой исходитъ 
четное число лучей, будетъ называться четной, всЪ про- 
ч1я вершины будутъ называться нечетными. Такъ какъ 
каждая сторона фигуры служитъ лучемъ каждой изъ двухъ 
соединяемыхъ ею вершинъ, то число всЪхъ лучей фигуры 
вдвое больше числа сторонъ, т. е. каждая фигура неизбЪжно 
заключаетъ въ себЪ четное число лучей. 

Пусть Е будетъ какая-либо фигура, вычерченная въ 
услов!яхъ разсматриваемой задачи; 4 — начальная, В — конеч- 
ная и С— какая-либо промежуточная вершина фигуры. в 
видЪть, что всякое прохождеше черезъ промежуточну вер- 
шину С сопровождается вычерчиванемъ двухъ ея? ‘лучей: 
того, по которому приходимъ въ С, и того, по кб? рому вы- 
ходимъ изъ С. Если при вычерчивани фиг проходили 
черезъ С всего п разъ, то вершина С соде тъ 2п лучей. 
Изъ этихъ разсужденй явствуетъ, что КажХая промежуточ- 
ная вершина фигуры РЁ, вычерченной условяхъ разсма- 
триваемой задачи, содержитъ четнбе”Число лучей. Что же 
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касается вершинъ 4 и В, то слЪдуетъ различать два случая: 
1) когда 4 совпадаетъ съ В, т. е. когда начальная вершина 
бываетъ и конечной, то вычерчиваемъ одинъ лучъ вершины 
А, исходя изъ А, одинъ лучъ, возвращаясь окончательно въ 
А, и четное число лучей, проходя одинъ или н3зсколько разъ 
черезъ -4 (если только изъ А исходитъ больше двухъ лучей). 
Такимъ образомъ, въ этомъ случаЪ вершина 4 (а, слБдова- 
тельно, и каждая вершина фигуры) есть четная вершина. 
2) Когда 4 не совпадаетъ съ В, то вычерчиваемъ одинъ 
лучъ вершины 4, исходя изъ 4, и четное число лучей, проходя 
черезъ 4, т. е. вершина 4 будетъ нечетной. Вершина В также 
будетъ нечетной, ибо четное число лучей вершины В вычер- 
чивается при прохожденяхъ черезъ В и одинъ ея лучъ вы- 
черчивается, когда окончательно возвращаемся въ В. Такимъ 
образомъ, въ этомъ случаЪ фигура Г заключаетъ двЪ нечет- 
ныя вершины 4 и В. Изъ сказаннаго выводимъ слЪдующее 
необходимое услове возможности вычерчиваня фигуры съ 
соблюденемъ требованй разсматриваемой задачи. 

Для того, чтобы данную фигуру Е воз- 
можно было вычертить съ соблюден!емъ изло- 
женныхъ требован!й, необходимо, чтобы фи 
гура Г заключала либо только четныя, либо 
дв и только двЪ нечетныя вершины. Въ пер- 
вомъ случа вычерчиван!е фигуры Е необхо- 
димо будетъ начинаться и оканчиваться въ 
одной и ТОЙ же вершин, во второмъ > 
вычерчиван!е необходимо начинается въ 
ной изъ двухъ нечетныхъ вершинъ и ока и. 
вается въ другой. ^Су 

Легко видЪть, что, если вычерчиване фигуры Е съ чет- 
ными вершинами возможно *) тогда, когда начине&\Ъ и оканчи- 


*) Говоря «вычерчиваше фигуры я мы будемъ под- 
разум вать вычерчиван1е съ соблюденемъ задачи. 
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ваемъ вычерчиване въ вершинЪ 4, то оно будетъ возможно 
и когда, когда начнемъ его и въ любой изъ остальныхъ вер- 
шинЪъ, т. е. безразлично, въ какой изъ вершинъ начинается 
вычерчиван!е. ДЪйствительно, если вершины, черезъ которыя мы 
послЗдовательно проходили, отмЪтимъ буквами 4, В, С...., 
К,...Р,..., д, 4 (при чемъ, конечно, можетъ случиться, что 
какая-либо вершина -наприм5ръ Р—тождественна съ какими- 
либо изъ предшествующихъ вершинъ,—напримЪръ, съ К), то 
легко замЪтить, что, если начнемъ вычерчиване съ одной изъ 
промежуточныхъ вершинъ—напримръ, съ Кр—и пройдемъ 
путь йь Р,..., д, 4, В, С,..., В, то Вита оеще 
вычерчена. Нетрудно также усмотрЪть, что, если фигура имЪетъ 
двЪ нечетныя вершины 4 и В, то безразлично, какую изъ нихъ 
примемъ за начальную, ибо, если фигуру возможно вычертить, 
начавъ въ 4 и окончивъ (необходимо) въ В, то ее возможно 
также вычертить, начавъ въ В и окончивъ въ 4, при чемъ 
будетъ пройденъ тотъ же путь въ обратномъ направлении. 

Фигуру Г мы будемъ называть односвязной, если 
она содержитъ хоть одну вершину 4, обладающую тЪмъ 
свойствомъ, что, исходя изъ А и двигаясь по сторонамъ фи- 
гуры, мы можемъ придти въ любую вершину фигуры 2. Оче- 
видно, что, если хоть одна вершина А фигуры обладаетъ та- 
кимъ свойствомъ, то и всякая другая вершина М той же 
фигуры обладаетъ тЪмъ же свойствомъ, ибо мы можемъ, исходя 
изъ М, придти въ любую вершину фигуры, 
пройдя путь отъ М до 1 и отъ 4 до желаемой 
вершины. Неодносвязная фигура, подобия, на- 
прим$ръ, изображенной —здЪсь, ‹ЗЭЧевидно, 
не можетъ быть вычерчена съ «@блюденшемъ 
требован!й задачи, ибо, если, одя изъ Аи 
двигаясь по сторонамъ Фи нельзя придти, 
напримЪръ, въ В, то всямй разъ, когда вы- 
чертимъ одну изъ этихъ двухъ веризй нь, нельзя будетъ вы- 
чертить другой. Отсюда слЪдуетъь белсве: 


< 
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|. Для того, чтобы фигуру Е возможно 
было вычертить въ услов!яхъ задачи, необ- 
ходимо, чтобы фигура Е была односвязной. 


Прежде, ч6мъ покажемъ достаточность условй Ти П 
для возможности вычерчиваня фигуры Ё, докажемъ слз- 
дующя двЪ леммы: 

Лемма первая. Фигура съ нечетнымъ чис- 
ломъ нечетныхъ вершинъ невозможна. 


ДЪйствительно, если Е есть фигура съ нечетнымъ чи- 
сломъ нечетныхъ вершинъ, то число 5 всЪхъ лучей, при- 
надлежащихъ нечетнымъ вершинамъ, есть число нечетное, 
ибо 5 есть сумма нечетнаго числа нечетныхъ чиселъ, Число 5 
всЪхъ лучей, принадлежащихъ четнымъ вершинамъ фигуры 
Е, есть число четное, ибо 5$ есть сумма четныхъ чиселъ. Та- 
кимъ образомъ, число 5-5 всЪхъ лучей фигуры есть число 
нечетное, что, какъ мы выше видЪли, невозможно. 

Пусть АВ будетъ сторона и С одна изъ вершинъ одно 
связной фигуры Ё,.1. Двигаясь по ея сторонамъ, можно, по 
опредЗлен!ю, придти изъ 4 въ С, а также изъ В въ С, но легко 
видЪть, что, если для перехода изъ 4 въ С необходимо 
пройти сторону АВ, то изъ В въ С можно пройти, не дви- 
гаясь по этой сторонЪ. Въ самомъ ДЪлЪ, допустимъ для 
общности, что при переходЪ изъ 4 въ С приходилось нзЗ- 
сколько разъ возвращаться въ точку 4 и разсмотримъ путь 2 
пройденный послЪ того, какъ точка А была оставлена въ 
послЪднНй разъ. Путь Г ведетъ отъ А къ Си содержит У 
слЪдовательно, сторону АВ. Отсюда вытекаетъ, что 1 © 
стоитъ изъ части АВ и части, ведущей отъ В къ эк. не 
содержащей точки 4, ибо къ точкЪ 4 мы уже 6 е, по 
предположению, не возвращаемся По этой посл д&й части 
можно, слЪдовательно, пройти изъ В въ С проходя 
прямой АВ. оо. 

Положимъ теперь, что въ нашей одвебвязной фигур® 

Е 20 
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Е,„.1 опущена сторона АВ, послЪ чего осталась фигура Ё, 
которая можетъ быть односвязной или неодносвязной. В 
случа неодносвязности фигуры ЕЁ, мы будемъ говорить, 
что при опускаМи стороны АВ фигура ЁЕ,,; разрыва- 
ется. Поеложимъ, что фигура Ё, неодносвязная, и пусть С 
будетъ такая ея вершина, въ которую нельзя придти изъ А, 
двигаясь по сторонамъ фигуры ЁР,. Ясно, что при переходЪ 
отъ 4 къ С по сторонамъ фигуры Ё,,; необходимо 
было пройти сторону АВ (ибо въ противномъ случаЪ можно 
было бы на фигурЪ РГ, пройти изъ /А въ Сточно такъ же, какъ 
на фигурЪ Ё,. 1). Но мы видФли, что въ такомъ случаЪ мож- 
но пройти изъ В въ С по сторонамъ фигуры ЁЕ,, |, не про- 
ходя стороны АВ, и, слБдовательно, по тому же пути можно 
пройти изъ В въ С на фигурЪ Ё.. 

Итакъ, если, опустивъ въ фигурз ЕЁ, ‚ | сторону АВ, мы 
разрываемъ фигуру, получивъ при этомъ неодносвязную 
фигуру Ё,„, то вершины этой посл$дней могутъ быть раз- 
биты исчерпывающимъ образомъ на два класса: 1) вершины, 
къ которымъ можно придти изъ 4, двигаясь по сторонамъ 
фигуры Р,„, и 2) вершины, къ которымъ, двигаясь по сторо- 
намъ фигуры Ё,, нельзя придти изъ 4, но можно придти 
изъ В. Вершины перваго класса и соединяющя ихъ стороны 
фигуры ЁР, образуютъ односвязную фигуру / съ вершиной -4; 
вершины другого класса и соединяющя ихъ стороны фи- 
гуры Р, образуютъ односвязную фигуру ® съ вершиной В. 
Мы приходимъ, такимъ образомъ, къ слЪдующему выводу: 

Лемма вторая. Если въ односвязной фзтурз 
Е„.1 опустить одну сторону АВ, то подученная 
5 либо будетъ односвяз либо бу- 
детъ состоятъ изъ двухъ | фи- 
гуръ: фигуры / съ вершиной. 4 фигуры © съ 
вершиной В. 

Обозначивъ теперь черезъ ко фигуру, содержащую 
п--1 сторонъ и удовлетворяющую условямъ [и П, дока- 
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жемъ, что эти услов!я достаточны для возможности вычер- 
чиваня фигуры Г № если только они достаточны для воз- 
можности вычерчиван!я всякой фигуры, содержащей не больше, 
чЪмъ п сторонъ. Такъ какъ фигура объ одной сторонЪ не- 
обходимо удовлетворяетъ условямъ Ги Пи можетъ быть 
вычерчена непрерывнымъ движенемъ, то этимъ докажемъ, 
что услов!я Ги П вообще достаточны. 

Пусть 4 будетъ какая-либо изъ вершинъ фигуры т 
въ томъ случаЪ, когда послЗдняя содержитъ только четныя 
вершины, и будемъ разумЪть подъ / одну изъ нечетныхъ 
вершинъ фигуры въ томъ случаЪ, когда фигура содержитъ 
дв нечетныя вершины. Исходя изъ 4, вычертимъ сторону 
АВ фигуры; тогда останется вычерчить фигуру ЕЁ, объ п 
сторонахъ. 


Разсмотримъ нЗсколько случаевъ. 

Когда фигура ЁЕ„.; содержитъ только четныя вер- 
шины, то фигура Р,, содержа двЪ нечетныя вершины 4 и В, 
удовлетворяетт условю 1. Она удовлетворяетъ также и усло- 
вю ПП, ибо въ противномъ случаЪ она состояла бы изъ 
двухъ односвязныхъ фигуръ Ги 9, изъ коихъ каждая соот- 
вБтственно содержала бы по одной нечетной вершин? 4 и В, 
что невозможно по первой леммЪ. Но если фигура Г, удовле- 
творяетъ условямъ [и ЦП, она, по допущен, можетъ быть 
вычерчена, при чемъ вычерчиване можетъ начинаться съ 
вершины В. 

Когда фигура Ё„,1 содержитъ двЪ нечетныя вершины.” 
и В есть вторая нечетная вершина, то фигура Ё,,, содержа 
однз только четныя вершины, удовлетворяютъ услаэю [. 
Если она удовлетворяетъ и условю П, то ее воз о вы- 
чертить, начиная съ В; если же она условю Ц@ё удовле- 
творяетъ, то она состоитъ изъ двухъ фикуб» и Ф, ИЗЪ 
коихъ каждая, удовлетворяя условямъ 94 И и содержа 
меньше, чЪмъ и сторонъ, можетъ быть в® ютдЪльности вы- 
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черчена въ условяхъ разсматриваемой нами задачи. Въ 
этомъ случаЪ нельзя вычертить фигуры Е„1» ИСХОДЯ ИЗЪ 
А и переходя въ В, но эту фигуру можно вычертить такъ: 
исходя изъ 4, вычертимъ фигуру /; конечною вершиною бу- 
деть служить вершина 4. Перейдя затЪмъ по сторонз АВ 
въ В, вычертимъ фигуру 5. 


Когда фигура РВ содержитъ двЪ нечетныя вершины 
и второю нечетною вершиною служитъ не В, а С, то фигура 
Р,, содержа только двЪ нечетныя вершины Ви С, можетъ 
быть вычерчена, если только она удовлетворяетъ услов!ю |. 
Въ противномъ случаЪ она состоитъ изъ двухъ односвязныхЪ 
фигуръ / и ©, и невозможно, чтобы изъ двухъ нечетныхъ вер- 
шинъ Ви С одна принадлежала / а другая 9, ибо тогда, 
вопреки первой леммЪ, эти фигуры имЪли бы по одной только 
нечетной вершинЪ. Такъ какъ вершина В принадлежитъ фи- 
гурЪ ©, то / содержитъ только четныя, а ©— 06% нечетныя 
вершины В и С. Вычерчиване фигуры ЕР „11 Можетъ быть 
произведено слЗдующимъ образомъ: начавъ съ 4, вычер- 
тимъ фигуру Л, удовлетворяющую условямъ [ и П и содержа- 
щую не больше, ч5мъ п сторонъ. Окончивъ вычерчиване 
фигуры /] въ 4, перейдемъ по АВ въ Ви вычертимъ фигуру ©, 
содержащую не больше, чЪмъ п сторонъ и удовлетворяющую 
условямъ [и П, при чемъ вычерчиване © начнемъ съ нечет- 
ной вершины В и окончимъ въ нечетной вершинЪ С. 


Такимъ образомъ, доказана достаточность условй [и П. 
Изъ хода доказательства явствуетъ, что, когда эти “ловя 
удовлетворены, то для вычерчиваня фигуры надо начать съ 
любой вершины въ фигурЪ, содержащей однЪ цетныя вер- 
шины, и съ одной изъ нечетныхъ вершинъ $$ игурЪ, со- 
держащей двЪ нечетныхъ вершины. Засим”необходимо и 


всегда возможно двигаться по сторона такъ, чтобы 
сохранять односвязность не вычерчен. части 


—< 
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5) Окружность круга разд®лимъ на 20 частей и въ 
точкахъ дЪленмя разставимъ по порядку, двигаясь въ напра- 
влени движеня часовой стрЪлки, числа 1,2,..., 20. ЗатЪмъ 
разставимт. по порядку въ тЪхъ же точкахъ дЗленя буквы 


О РНР, 


начиная съ точки 1 и слЗдуя порядку возрастаня нумеровъ. 
Мы пройдемъ вышеприведенный рядъ буквъ, если будемъ 
двигаться по окружности въ направлении движения часовой 
стр$лки, начиная съ точки 1 или съ точки 11. Мы получимъ 


еще рядъ 
ее] ]реге ИНЬ, 


также начинающйся тремя буквами г, если будемъ двигаться 
въ прямо противоположномъ направлени, начиная съ точки 
3 или съ точки 13. 


1‘) Станщя М не можетъ быть посл$дней, такъ какъ 
пофздка круговая. 


О ии 


„< 
< 
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КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО «МАТЕЗИСЪ». 


ЛАКУРЪ Пи АППЕЛЬ Я. 
ИСТОРИМЕСКАЯ ФИЗИКА. 


Переводъ съ нЪмецкаго подъ редакщей 
— „Вфетника Опытной Физики и Элементарной Математики“. — 


А 


Въ 2-хъ томахъ болышого формата 8°. 892 стр. 
Съ 799 рисунками и 6 отдфльными цвфтными таблицами. 


Цна 7р. БО к. 


СОДЕРЖАНИЕ 1-го тома: 


М!роздане — Свюдюшя и открыпая до 1630 1. СвЪтъ — Оть 

древньйтихё времень д0 Ньютона. Сила — Движеве, Энерия, 

Кидкости, Воздушный океаизё. М!роздаше — Свьдьшя и от- 

крыпия посль 16301. Звукъ. Природа свЪта. Спектральный ана- 

лизъ. Указатель. Таблица [: Неподвижныя звфзды сЪвернаго 
неба. Таблица П: Спектры. 


СОДЕРЖАНИЕ П-го тома: 


Теплота. Магнитизмъ. Электричество до 1790 г. Электрический 
токъ. Погода. Прибавленте: Рацоактивность. Указатель. 
Варты: Изотермы января — Изотермы ля — Изобары января 
— Изобары 1юля. © 
р: 1 8 


Учен. Ком. М. Н. Пр. признана заслуживающею З&виманя при 
пополнеши ученических библотекз средн. учебн. ео 


-— \\ 


Изъ отзывовъ. «Такя книги, какъ «Иетерическая физика», 
предетавляютъ собой рЪдкое явлен1е въ м!ровой й литературф, какъ 
по широт$ замысла, такъ и по мастерству выолненя. Авторы обнз- 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО «МАТЕЗИСЪ». 


ружили много вкуса и критическаго чутья въ выбор изъ необозримой 
труды историческихъ фактовъ напболфе подходящато матерала и много 
искусства въ его распланпровани». Н. Томилинъ. Русская школа, 
мартъ 1909. 


«Нельзя не привфтствовать этого интереснаго изданля... 

Книга читается очень легко; она содержитъ весьма удачно подоб- 
ранный матерталъ и обильно снабжена хорошо выполненными рисунками. 
Переводъ никакихъ замфчаюй не вызываетъ». Проф. 0. Хвольсонъ. 
Журнал М. Н. Пр. Декабрь 1907. 


... «иЪсто книги—во всякой благоустроен. учительск. и ученическ. 
бпбл!отекЪ. Своеобразная прелесть исторпческаго изложенля, думается мнф, 
можетъ способствовать возбужден! ю интереса къ физпкЪ въьтЬхъ учащихся, 
у которыхъ преобладаетъ склонность ко всему «историческому» и кото- 
рымъ нер$дко физика представляется предметомъ чуждымъ и труднымь». 
Н. Дренетльнъ. /Ледалозическй сборникг. Ноябрь 1907. 


ТРОМГОЛЬТЪ С0ФУСЪ. 


ИГРЫ СО СПИЧНАМИ. 


ЗАДАЧИ и РАЗВЛЕЧЕНИЯ. 


Переводъ съ нфмецкаго. 146 стр. 16°. Свыше 250 чертежей 
и рисунковъ. 


к. {на БО ков. — 


У 


«Игры со спичками». С. Тромгольда представляють р задачъ 


и развлеченй прп помощи обыкновенныхъ спичекъ. Не СЬ КНИГОЙ 
популярно научнато характера, «Игры со спичками» даю, однако, въ 
свопхъ задачахъ, составленныхъ въ высшей степени о мно и ориги- 
нально, столько матер1ала для геометрическихь и &\9тометическихь со- 


ображени, что книгоиздательство «Матезисъ» над\кУПоявлен1е этой книги 
въ ряду своихъ издан весьма желательнымъ: и\Дательство увфрено, что 
книга эта можетъ заинтересовать не только щихся, на которыхъ опа 
тлавнымъ образомъ разсчитана, но и взроедауй. 


Книгоиздательство научныхъ 


„Матези СЪ“ и популярно-научныхъ сочи- 


ненй изъ области физико- 
математическихъ наукт.. 


Одесса, Новосельская, 66. 


Вышли въ свЪтъ слЪдующя изданя: 


1. Св. Аррешусъ, проф. ФИЗИКА НЕБА. Пер. съ нЪм. подъ ред. 
прив.-доц. 1. Р. Орбинскаго. УШ--250 стр. 8°. Съ 68 рис. и1 черн. 
и 1 цвЪтн. табл. Ц. 2 р. *) Издаше распродано. 

Научность содержавя, ясность и простота изложеня и превос- 
ходный переводъ соперничаютъ другъ съ другомъ. Русск. Мысль. 


2 и 3. Г. Абрагамъ, проф. СБОРНИКЪ ЭЛЕМЕНТАРНЫХЪ 
ОПЫТОВЪ ПО ФИЗИКЪ, составл. при участ. мног. проф. и преподав. 
физики. Пер. съ фр. подъ редакц. прив.-доц. Б. /1. Вейнберга. 

Часть [: Х\1--272 стр. Свыше 309 рис. 2-е 1130. Ц. 1 р. 50 к. 

Систематически составленный сводъ наиболЪе удачныхъ, типич- 
ныхъ и поучительныхъ опытовъ. Втьстн. и Библлот. Самообразов. 

Часть П: 434] ХХУ стр. Свыше 400 рис. 2-е 1из0. Ц. 2р. 75 к. 

Мы надЪемся, что разбираемый трудъ станетъ настольной книгой 
каждой физической лаборатор!и въ Росаи. Русская Мысль. 


4. УСПЪХИ ФИЗИКИ. Сборн. статей о важн. открыт!1яхъ послЪдн. 
льтъь аъ общедост. изложени. подъ ред. „ВЪст. Оп. Физ. и Элемент, 
Матем.“ УШ-- 148 стр. 8°. Съ 41 рис. и 2 табл. 3-е изд. Ц. 15 к. *). 

Нужно надЪяться, что послЪднее послужитъ къ широкому рас- 
пространен!ю этой чрезвычайно интересной книги. Русская Мысль. 


ъ. Ф. Аузэрбахъ. проф. ЦАРИЦА МРА И ЕЯ ТЪНЬ. Общедост. 
изложене основаый ученя объ энергии и энтротии. Пер. съ нм. Съ 
предисл. //Г. Э. Гильома. УШ-Е56 стр 8°. у-е изд. Ц. 40 к. *). 

СлБдуетъ признать брошюру Ауэрбаха чрезвычайно интересной. 


Курн. М. НЕЗЯр. 


6. С. Ньюкомъ, проф. АСТРОНОМЯ ДЛЯ ВСЪХЪ>, Звр. съ 
англ. Съ предисл. прив.-доц. 4. Р. Орбинскаго. ХЖУ-2866Устр. 8°. 
Съ портр. автора. 64 рис. и 1 табл. 2-е изд. Ц. 1 р. 50 кьс& 


И вполнф научно. и совершенно доступно, и из написанная 
книга... переведена и издана очень хорошо. Взьсз. Воспитаная. 


*) Изданля, отмьченныя звьздочкой, идн Ком. М. Н. Пр. 
признаиы заслуживающими внимашя пб,%ополн. учен. библ. 
сред. учеб. заведений <’ 


КНИГОИЗДАТЕЛЬСТВО „МАТЕЗИСЪ"“. 


‚ 7. Г. Веберъ иТ. Вельштейнъ. ЭНЦИКЛОПЕД!Я ЭЛЕМЕНТГАР- 
НОЙ МАТЕМАТИКИ. Томъ 1. ЭНЦИКЛОПЕДЯ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ 
АЛГЕБРЫ. обработ. проф. ВБеберомь. Пер. съ нъм. подъ ред. прив.- 
доц. В. Ф. Кагана. Книга |. ОСНОВАН!Я АРИОМЕТИКИ. Книга П. 
АЛГЕБРА. Книга Ш. АНАЛИЗЪ. ЖУ- 623 стр. 8°. Съ 38 чертеж. 
Ц. Зр. $50 к.*) (Печатается второе изцан!е}. 

Вы все время видате передъ собой мастера своего дЪла. который 
съ любовью показываетъ великя творен!я человЪческой мысли, извЪст- 
ныя ему до тончайшихъ подробностей. Педагсгич. Сборн. 


. 8. Дж. Перри, проф. ВРАЩАЮЩИСЯ ВОЛЧОКЪ. Публ. лекщя. 
Пер. съ англ. УП-Р 95 стр. 8°. Съ 63 рис. 39. 2-е. Ц. 60 к. *). 
Книжка, воочЧЧю показывающая, какъ люди истиннаго знамя, не 
цеховой только науки, умфютъ распоряжаться научнымъ матер! ломъ 
при его популяризащи. Русская ИГкола. 


9. Р. Дедекиндъ, проф. НЕПРЕРЫВНОСТЬ И ИРРАЦЮОНАЛЬ- 
НЫЯ ЧИСЛА. Пер. прив.-доц. С. ///атуновскаго, съ прип. его статьи: 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СУЩЕСТВОВАН!Я ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХЪ ЧИ- 
СЕЛЪ. ИЗ0. 2-е. 40 стр. 8°. Ц. 40 к. *). 

Небольшой по объему, но. такъ сказать, законодательный по со- 
держаню трудъ. Русская Школа. 


10. К. Шейдъ, проф. ХИМИЧЕСКЕ О.ЫТЫ ДЛЯ ЮНОШЕ- 
СТВА Пер. съ нЪм. подъ ред. лаб Новоросс. унив. Ё. С. Ельчанинова. 
1/-- 192 стр. 8'. Съ 79 рис. Ц. 1 р. 20 к. 

Превосходная книга, какой намъ давно не хватало. Всюду въ 
книгЪ сохраняешь благотворное чувство, что находишься въ совершенно 
надежныхъ рукахъ... учитъ серьезной наукЪф въ болЪе легкой формЪ. 

Пейзри иг Гейги еее ипа раааюортзсйе ГЛИегайих. 


11. Э. Вихертъ, проф. ВВЕДЕШЕ ЬЪ ГЕОДЕЗ,Ю. Лекщи для 
преподав. срелн. учебн. заведенй. Пер. съ нЪм. 89 стр. 16. < рис. 


Ц. 35 к. *). Издаше распродано. 
Излагаеть основы низшей геодезии. имЪя въ А зоване 


въ школЪ въ качествЪ практическаго пособя... Изложен! нь сжато, 
но голно и послФдователено. Вожбосы физики. 
== === м о ииирадииалЛииаиииия уд ЕЕ ЕЕ Е МЕНЕЕ ЧЕ ак 0 


12. Б. Шмидъ. ФИЛОСОФСКАЯ ХРЕСТОМ . Пособе для 
средн. учебн. зав. и для самообраз. Пер. съ ным. 0953 ред. проф. Н.Н. 
Ланге. УШ--171 стр. 8° Ц. 1 р. *). 

... Для человБка. занятаго самообразовамемъ и немного знако- 
маго съ фипософлей и наукой, она (книга) ‘У разнообразный и инте- 
ресный матералъ. Вопросы Филосо и и Психолоаи. 
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13. С. Тромгольтъ. ИГРЫ СО СПИЧКАМИ. Задачи и развле- 
ченя. Пер. съ нм. 146 стр. 16°. Свыше 250 рис. и черт. Ц. 50 к. 


14. В Ветгэмъ, проф. СОВРЕМЕННОЕ РАЗВИТЕ ФИЗИКИ. 
Пер. съ англ. подъ ред. прив.-доц. Х. //. Бейнбергаи Л.Р. Орбинскаго. 
Съ прилож. рёчи пеов. министра Англи 1. Л. Ва/ои’а: НЪСКОЛЬКО 
МЫСЛЕЙ О НОВОЙ ТЕОРШ ВЕЩЕСТВА. УШ--319 сгр. 8'. Съэ 
портр., 6 отд. табл. и 33 рис. ИЗ0. 2-е Ц, 2 р.*). 

Старается представить въ стройной и глубокой системЪ вс явле- 


ня физическаго опыта и рисуетъ читателю дЪйствительно захватываю- 
щую картину гранозныхъ завоеванйй человЪческаго гения. 


Совфеменньй марь. 


15. Н. Г. Ушинсвй, проф. ЛЕКЦИ ПО БАКТЕРЮЛОГТИ. 
У-|- 136 стр. 8°. Съ 34 рис. на 15 отд. табл. Ц. 1 р. 50 к 


16 А. Риги, проф. СОВРЕМЕННАЯ ТЕОР!Я ФИЗИЧЕСКИХЪ 
ЯВЛЕНИЙ. (Рад1оактивность, 1оны, электроны). Пер. съ З-го итал. изд. 
УШ-- 146 стр. 89. Съ 21 рис. 2-е изд. Ц. 1 р. *). 


Книгу Риги можно см$ло рекомендовать образованному человЪку, 
какъ лучшее имъющееся у насъ изложене новЪйшихъ взглядовъ на 
обширную область физическихъ явленйй. Педаг. Сборн. 


17. А. В. Клоссовс!Й. проф. ФИЗИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ НАШЕЙ 
ПЛАНЕТЫ. Изд. 2-е, испр. и доп. 45 стр. 8°. Ц. 40 к. *) 

РЪдко можно встрЪтить изложене, въ которомъ въ такой сте- 
пени соединялась бы высокая научная эрудищя съ картинностью и увле. 
кательностью рЪчи. Педаг. Сборн. 


18. П. Лакуръ иЯ. Апнель. ИСТОРИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. Пер. 
съ нЬм. подъ ред. „ВЪстн. Оп. Физ. и Элем. Матем.“. Въ двухъ томахъ, 
892 стр. 8°. Съ 796 рис, и 6 отд. табл. Ц. 7 ф. эдак. *). 

„Нельзя не привЪфтствовать этого интереснаго издан я.,: а 
читается легко; содержитъ весьма удачно а МатЭр!алъь и 
обильно снабжена хорошо выполненными рисунками. Перзн дъ ника- 
кихъ замЪчанй не вызываетъ“... "М. Н. Пр. 


19. Св. Аррешусъ. ОБРАЗОВАНЕ М!РОВЪ. ее съ нЁм. подъ 
ред. проф. Имп. Юрьев. Унив. ДА. Д. Попровска\\. Ш-|-200 стр. 8°. 
Съ 60 рис. Ш. 1 м 258} 2 \\ 
Книга чрезвычайно интересна и и — 
едагогическй Сборникв. 
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20. В. Ф. Кагань, прив.-доц. ЗАДАЧА ОБОСНОВАНИЯ ГЕОМЕ- 
ТРИ ВЪ СОВРЕМЕННОМ ПОСТАНОВКЪ. Ръчь. произнесенная при 
защитЪ диссерташи на степень магистра чистой математики $5 стр. 8°. 
Съ 11 чертеж. 1908 г. Ц. 35 к. 


21. В. Циммерманъ. проф. ОБЪЕМЪ ШАРА, ШАРОВОГО СЕ, - 
МЕЕША й ШАРОВОВОТСМОЯ. 34 стр. 16°. Ц. 25 к. 

Распространен!е подобнаго рода элементарныхъ монографий среди 
учащихся вэсьма желательно. Русская Школа. 


22 А. Раги. проф. ЭЛЕКТРИЧЕСКАЯ ПРИРОДА МАТЕР]И. 
Вступительная лекщя. Пер. съ итал. 28 стр. 8°, 1908. Изо. 2-е Ц. ЗО к.*). 
Эта прекрасная рчь обладаеть всЪми преимуществами много- 
численныхъ популярныхъ сочиневЙ знаменитаго профессора Болонь- 


скаго университета. К. М. Н. ПР. 


23. 0. Леманъ, проф. ЖИДКЕ КРИСТАЛЛЫ и ТЕОР!И ЖИЗНИ. 
Пер. съ ньм. //. В. Казанецкаго. 1У- 43 стр. 8°. Съ 30 рис. Ц. 40 к. 
..весьма кстати является сводка главныхъ фактовъ, сдЪланная 
проф. Леманомъ. Педагог. Сборн. 


24. Г. Гейбергъ. проф. НОВОЕ СОЧИНЕНЕ АРХИМЕДА. 
Послан!е Архимеда къ Эратосеену о нькоторыхъ вопросахъ механики. 
Пер. съ нЪм. подъ ред. и съ предисл. прив.-доц. А. Ю. Гимченко. 
ХУ--27 стр. 8°. Съ 15 рис. Ц. 40 к. *). 

Математикамъ... будетъ весьма интересно познакомиться съ но- 
вой драгоцфнной научной находкой... Образование. 


25. Б. П. Вейнбергъ, прив.-цоц. СНЬГЪ, ИНЕЙ, ГРАДЪ, ЛЕДЪ 
и ЛЕДНИКИ. 1/-|- 127 стр. 8°. Съ 138 рис. и 2 фототип. табл. Ц. 1 р.*) 
„Матезисъ“ можетъ гордиться этимъ изданшемъ. /Ж. М. Н. ИР. 


26. Г. Ковалевсвй, проф. ВВЕДЕШЕ ВЪ ИСЧИСЛЕН|] _БЕЗ- 
КОНЕЧНО МАЛЫХЪ. Пер. съ нм. подъ ред. пр.-доц. С. //ат скаго. 
УШ--140 стр. $°. Съ 18 черт. Ц. 1 р.*). ре 

Книга проф. Ковалевскаго, несомнЪфнно, прекр 
въ высш анализъ. 


[®) 


е введеше 
кая Школа. 


27. Томпсонъ, Сильванусъ. ДОБЫВАНЕс СВЪТА. Общедо- 
ступная лекшя для рабочихъ, прочит. на со и Брит. Ассощащи. 
1906. Пер. съ англ. УШ-Е88 стр. 16°. Съ 28 Ш к - 

Въ зтой весьма интересно авт рЪчи собранъ богатый 
матер!алъ по вопросу добыван!я свЪта. №» К. М. Н. Пр. 


< 
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28. А. Слаби, проф. РЕЗОНАНСЪ и ЗАТУХАН!Е ЭЛЕКТРИЧЕ- 
СКИХЪ ВОЛНЪ. Пер. съ нм. подъ ред. Вэсти. Ои. Физ. и Элем. 
Матем. 42 стр. 8°. Съ 36 рис. Ц. 40 к. 


29. К. Снайдеръ, КАРТИНА МРА ВЪ СВЪТЪ СОВРЕМЕННАГО 
ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ. Перев. съ нЬм. подъ ред. проф. В. В. Завьялова. 
УШ--193 стр. 8°. Съ 16 отд. портрет. Ц. 1 р. 50 к. 

Книга касается интересньйшихъ вопросовъ о природЪф. 


Педаг. Сборн. 


30. В. Рамзай, проф. БЛАГОРОДНЫЕ и РАДОАКТИВНЫЕ 
ГАЗЫ. Пер. подъ ред. Втьстн. Опытн. Физ. и Эл. Мат. 317 стр. 16°. 
Съ 16 рис. Ц. 25 к. 


31. К. Бруни, проф. ТВЕРДЫЕ РАСТВОРЫ. Пер. съ итал. подъ 
ред. Взьстн. Опытн. Физ. и Эл. Мазтем. 31 стр. 16°. Ц. 25 к. *) 


32. Р. С. Боллъ, проф. ВЪКА и ПРИЛИВЫ. Пер. съ англ. подъ 
ред. прив -доц. 4. Р. Офбинскаго. 104 стр. 8°. Съ 4 рис.и 1 табл. Ц 75 к. 
Настоящее издане „МаШе$15“ слВдуетъ гривфтствовать, наравнЪ 
съ прочими, какъ почтенный, заслуживающ!Й распространеня и серьез- 
наго вниман!я, вкладъ въ русскую науку. Русская зикола. 


33. А. Слаби, проф. БЕЗПРОВОЛОЧНЫИ ТЕЛЕФОНЪ. Пер. съ 


ньм. подъ ред. Вести. Оп. Физ. и Эл. Матем. 28 стр. 8°. Съ 23 
рис. Ц. 30 к. 


ОНИ 
34. Ф. Линдеманъ. СПЕКТРЪ иФОРМА АТОМОВЪ Рьъчь ректора 
Мюнхенск. унив. Перев. съ нЪм. 23 стр. 16°. Изд. 2-ое. Ц. 15 коп. 


35. Л. Вутюра. АЛГЕБРА ЛОГИКИ. Пер. съ фр. съ прибавленями 
проф. И. Слешиинскаго. 128 стр. 8°. Ц. 90 к. 


36. Веберъ и Вельштейнъ, проф. ЭНЦИКЛОПЕД!Я ЭЛЕМЕНТАР- 
НОЙ ГЕОМЕТРИИ. Т. И, кн. 1. Основаня геометрии. Пер. съ нЪм. подъ 
ред. и съ прим. прив.-доц. В. Ф. Кагана. УШ-- 362 стр. 8°. Съ 144 
черт. и 5 рис. Ц. 3 р. 

37. Г. Лоренцъ, проф. КУРСЪ ФИЗИКИ. Пер. сь нЪм. под ред. 
проф. Н. 1/1. Кастерина. *) у к 

Т. 1. УШ- 348 больш. стр. 8°. Съ 236 рис. 1910. Ц. 2’75 к. 

Т. ИП. УШ-Е465 больш. стр. 8°. Съ 256 рис. 1910. ЕЗр 75 к. 

Съ появлешемъ этого перевода русская литера обогатилась 
презосходнымъ курсомъ физики. 


38. В. А. Гернетъ. ОБЪ ЕДИНСТВЪ ВЕЩ 


Ц. 25 коп. 

39. П. Зееманъ. проф. ПРОИСХОЖДЕЮЩЕ ЦВЪТОВЪ СПЕК- 
ТРА. Съ приложешемъ статьи В. Ритиа: НЕИНЫЕ СПЕКТРЫ 
и СТРОЕШЕ АТОМОВЪ"“. 50 стр. 16°. Ц К. 
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40. С. Ньювомъ, проф. ТЕОРЯ ДВИЖЕНИЯ ЛУНЫ. (Исторя и 
совэсменное состояе этого вопроса) 26 стр. 16°. Ц. 20 к. 

41. А. Клоссовсвй, проф. ОСНОВЫ МЕТЕОРОЛОПИ ХУ! 527 
стр. б льш. форм. 8°. Съ 199 рис., 2 цвЪфтн. и 3 черн. табл. 1910. Ц. Р. 4. *) 

Честь и слава „МаШез!$“ за издане этой прекрасной книги. ко- 
торою можетъ гордиться русская наука! ИА. де. 1. М. 

42. Ф. Нэджори, проф. ИСТОР!Я ЭЛЕМЕНТАРНОИ МАТЕМА- 
ТИКИ (съ нькоторыми указанями для препод.). Перев. съ англ. подъ 
ред. и съ примЪч. прив.-доц. И. Ю. Гимченко. ХП-- 368 стр. 8°. Съ 
рис. 1910. Ц. 2 р. 50 к. *) 

Мы настоятельно рекомендуемъ „Истор!ю элемент. мат.“ Кэджори. 

Въьстн Воспитаня 

43. В. Рамзай, проф. ВВЕДЕНИЕ ВЪ ИЗУЧЕН! ФИЗИЧЕСКОЙ 
ХИМШ. Перев. съ англ. пэдъ ред. проф. /1. Г. Мелижова. 1У-Т5 
стр. 16°. 1910. Ц. 40 к. 

44. ©. Роу. ГЕОМЕТРИЧЕСКЯ УПРАЖНЕНМЯ СЪ КУС- 
КОМЪ БУМАГИ. Пер. съ англ. Х\У]1--173 стр. 16°. Съ 87 рис. и чер- 
тежами. 1910. Ц. 90 к. 

45. Р. Нимфюръ. ВОЗДЛУХОПЛАВАШЕ. Научныя основы и тех- 
ническое развил1е. Пер. съ нЪм. 1/-|- 161 стр. 8°. Съ рис 1910. Ц. 90 к.*) 

46. Дж. Дж. Томсонъ, проф. КОРПУСКУЛЯРНАЯ ТЕОР!Я ВЕ- 
ЩЕСТВА. Перев. съ англ. /. Иевинтова, подъ ред. „Взьстн. Он.. 
Физ. и Эл. Мат.“. УШ-162 стр. 8°. Съ 29 рие. 1910. Ц. 1 р. 20 к. 

47. К. Граффъ. КОМЕТА ГАЛЛЕЯ. УШ-|-71 стр. 16°. Съ 15 рис. 
Издане второе, исправл. и дополненное. 1910. Ц. 30 к. *) 

48. ГАЛЛЕЕВА КОМЕТА ВЪ 1910 ГОДУ. Общедоступное изда- 
не. Содержан!е: О вселенной. —О кометахъ. —О кометЪ Галлея. 32 стр. 
Съ 12 иплюстращями. 1910. Ц. 12 к. 

49. Г. Кайзеръ. СОВРЕМЕННОЕ РАЗВИ ПЕ СПЕКТРОСКОШИ. 
Пер. съ нЪм. годъ ред. Вьстн. Оп. Физ. и Элем. Мат. 45 сёр 16°. 
1910. Ц, 28 к, *) © 


50. Гампсонъ-Шефферъ. ПАРАДОКСЫ ПРИРОДЕ Книга ДлЯ 


юношества. объясняющая явленя, которыя находятся ву яротиворЪч!и 
съ повседневнымъ опытомъ. Пер. съ нём. УШ--193 Вр: 8°. Съ 69 


рис. Ц. Шр. 2О к. ^) 

51. В. Каганъ. прив-доц. ЧГО ГАКОЕ АЛЕЕБРА? 1 бр. №0'. 
1910. Ц. 40 к. *) \\ 

52. Веберъ и Вельштейнъ. проф 9 ЗИКЛОПЕДЯ ЭЛЕМЕН- 


ТАРНОЙ МАТЕМАТИКИ. Т. ЦП, кн. 2 ем ригонометр!я, аналитиче- 
ская геометр!я и стереометр!я. Пер. съ нём. подъ ред. прив.-доц. В. Ка- 
гана. 1919. УП--322 стр. 8°. Съ 109 рис. Ц. 2 р. 50 к. 
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53. Г. Пуанкаре, проф. НАУКА и МЕТОДЪ. Пер. съфр. И. Бру- 
силовскаго подъ ред. пр.-доц. 2. Кагана. УШ-Е 384 стр. 16°. 1910. Ц. 
1 р. 50 к. 


54. Дж. Лёбъ, проф. ДИНАМИКА ЖИВОГО ВЕЩЕСТВА. Пер. 
съ ньм. подъ ред. проф. В ВБ. Завьялова. УШ-Е 352 стр. 8°. Съ 64 рис. 
1910. Ц. 2ь Ок 


55. А. Адяеръ. ТЕОРШЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХЪ ПОСТРОЕНИЙ 
Пер. съ нЪм. подъ ред. прив--доц. С. 0. И/Гатуновскаго. ХХУ- 325 
стр. 8. Сь Пирнс 4910. Щ. 2 р. 25 к. 


56. Ф. Содди, проф. РАДШ и ЕГО РАЗГАДКА. Пер. съ англ. 
подъ ред лабор. Новэросс. унив. „/. Амырова. УИ 190 стр. 80. Съ 
31 рис. 1910. Ц 1 р 


57. А. Омитъ. прсф. Введеве въ неорганическую хим!ю. г.ер. 
съ англ. подъ ред, проф. (1. /`. Меликова. Вып. 1. У]--400 стр. 50. Съ 
рис. 1911. Ц. Р. 2. -- Вып. П выйдетъ въ январЪ 1911 г. 


58. Г. Ковалевсвй. проф. Основы дифференцальнаго и ивте- 
гральваго исчислен!й. Пер. съ нм. подъ ред. прив.-дсц. С. /Шату- 
повскаго. УП--503 стр. 8°. 1911. Ц. Зр. 50 к. 


59. 9. Борель. проф. Элементарная математика. Ч. [. Ариеме- 
тика и Алгебра. Въ обработкЪ проф. //. ///т1эккеля. Пер. съ нЪмец. 
поцъ ред. прив.-доц. В. Ф. Кагана Съ приложеншемъ его статьи „О 
реформЪ преподаван!я математики“. 1.Х1У--434 стр. 8°. 1911. Ц. Р. 3.— 


60. 0 Винеръ, проф. 0 цвЪтной фотограф/и и родственныхъ еи 
естественно-научныхъ вопросахъ. Пер. съ нЪм. подъ ред. проф. Ы. Л. 
Кастерина. \1--69 стр. 8°. Съ цв$тн. таблицами. 1911.Ц. 60 к. 


61. А. Марновъ, акад. Исчислев!е конечныхъ разностей. Въ 
2-хъ част. Изд. 2-ое, исправ. и дополн. У1]-|-274 стр. 8°. 1911. Ц. 2 р. 25 к. 


62. Фурнье-Дальбъ. Два новыхь м1ра (Инфра-м!ръ. т 
мръ) Пер. съ англ. УШ-Е119 стр. 8°. Съ 1 рис. и 1 табл. Ц. 80 


63. Браунъ Ф. проф. Мои работы по безпроволочной т 


фи и по эхектреоптик$. Ръчь, произнесенная по случаю п ен1я 
Нобелевской прем1и. съ дополн. автора. Пер. съ рукописи ./Д. дель- 
ипама и Н. Папалекси, со вступит. статьей ЕН ХИ/—92 
сто. 16”. Съ 25 пие, и портре вит автора. 1911. Ц. 70 к. 9 


64. г, Шубертъ, проф. Математичесв1я в я и игры 


Пер. съ нм. [. Левиитова подъ ред., съ прим. и авл. „В. Оп. Ф. 
и Эл. Мат.“ ХЛ--354 стр. 16°. Со многими табл. р. 40 к. 
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ИмЪются на склад% 


Мультонъ Ф., проф. ЭВОЛЮЩЯ С ЧНОЙ СИСТЕМЫ. Пер. 
съ англиск. 1У-Е 82 стр. 16°. Съ 12 рис. 1988. Ц, 50 кю 
Изложен!е гипотезы образовашя солнечной системы изъ спиральной 
туманности съ попутной критикой космогонической теор!и Лапласа. 
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Печатаются и готовятся къ печати: 


Нлейнъ, Ф. Лекщи по элементарной математик. 

Трельсъ-Лундъ. Небо п мровоззрЪе въ круговоротЪ временъ. 

Ловель, П. Обитаемость Марса. 

Андуайе. Курсъ астрономи. 

Мамлокъ, Л. Стереохимия. 

Гассертъ. Изслфдовав1я полярныхъ странъ. 

Руд!0. Архимодъ, Гюйгенсъ, Лагранжъ и Ламбертъ о квадратурБ круга. 

Успфхи физики. Выпускъ второй. 

Лоджъ, Оливеръ. М!ровой эеинръ. 

Морэнъ. Физическя состояшя вещества. 

Дзтобекъ. Курсъ аналитической геометрии. 

Русская математическая библюграфия въ 1308 г. Ред. проф. 
Д. Спицовъ. 

Кларнъ. А. Исторля астрономш ХХ стол5ия. 

Штокъ-Штелеръ. Практическое руководство по количественному 
псорганическому анализу. 

Вериго, Б. Ф. Основы общей б1ологя. Около 30 печатныхЪ листовъ. 

Гротъ. Введене въ химическую кристаллографию. 

Лагранжъ, №. Дополненя къ „Элементамъ алгебры“ Эйлера. Не- 
опредфлепный энализъ. 

Больцано, Б. Парадоксы безконечнаго. 

Бахманъ. Основы новЪйшей теор!и чиеелъ. 

Планкъ. Отношеше новЪйшей физики къ мехапистическому м!ровоз- 
зрёшю. 


Подробный катапогъ изданий высыпается по требованю безппатно. 


Выписываю'ще изъ глазнаго склада изданй „МАТЕЗИСЪ“ (Одесса, Нововбльская, 
66) на сумму 6 р. и бол? за пересылку не глатятъ. 9 
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ОтдЪлен1я склада издашй „Мабез1$“: Въ МосквЪ —Внижный мага- 
зинъ ‚,Образоване“, Кузнецый мостъ, 11. В \е.-Петербург-- 
Книжный магазичъ Г. С. Цукермана, Алек &пдровская пл., 5. 
Въ ВаршавЪ — Книжный магазинъ ‚.Оросъ®” Новый СвЪтъ, 70. Въ 
КлевЪ Книжный магазинь В. А. и: >. Фундуклеевская. 
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